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ВВЕДЕНИЕ 
Быстрое развитие компьютерной техники, а также комму-

никационных сетей ускоряет процесс перехода к информа-
ционному обществу. Неуклонно расширяется и рынок мекат-
ронной продукции (мекатроника представляет собой ком-
бинацию механики и электроники), например, промышленных 
роботов. По пути к информационному обществу каждому госу-
дарству с малочисленным населением приходится преодолевать 
как экономические, так и научно-технические препятствия. Для 
укрепления и расширения своих позиций в этот сложный для 
страны период желательно правильно распознать приоритетные 
направления экономического и социального развития с учетом 
международного разделения труда – попытаться оптимально 
использовать производственные силы в масштабах двух и более 
стран, в рамках региона и даже всей планеты. С этой точки зре-
ния, думается, что повышение наукоемкости и культуры произ-
водства, усиление системного характера отраслей, их серви-
зация будет правильным подходом. Роль государства в этом 
процессе определяется тем, что оно должно всячески 
способствовать развитию тех отраслей и оказать поддержку тем 
частным компаниям, доля расходов которых на научно-
исследовательские и опытно-конструкторские работы (НИОКР) 
высока. Этим действием страна может «поймать двух зайцев»: с 
одной стороны, частные компании становятся конкурентно-
способными на внутренних и международных рынках, а с дру-
гой, ускоряется научно-технологический прогресс (структурное 
изменение, естественно, не касается таких традиционных, ха-
рактерных для нашей страны, отраслей, как сельское хозяйство, 
туризм). Наукоемкие компании, со своей стороны, привлекают 
высококвалифицированных, творчески мыслящих работников и, 
учитывая большие умственные возможности наших сооте-
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чественников, высказанная выше мысль будет способствовать 
воспитанию в стране творческого, подготовленного для инфор-
мационного общества человеческого потенциала. 

Анализ расходов на НИОКР в западных развитых странах 
показывает две их особенности: их концентрацию преиму-
щественно в области технических наук и их ярко выраженную 
прикладную направленность (см. [1]). Анализ также показывает, 
что фундаментальными исследованиями, в большей мере, чем 
корпорации, занимаются в исследовательских организациях (в 
силу значительного участия государства в финансировании). 

Расходы на НИОКР, проводимые корпорациями, разветв-
ляются по трем видам: фундаментальные, прикладные, разра-
ботки. Нельзя не отметить возрастающий вклад фунда-
ментальных исследований в распределении расходов на 
НИОКР. Наибольшая часть расходов приходится на долю 
технических наук, преимущественно на информатику, 
искусственный интеллект (мекатроника, распознавание 
образов). Приведем примеры использования теоретических 
результатов на практике. Перелистывая «Самоучитель работы 
на компьютере» (см. [2]), мы обратили внимания на название 
заголовков: «Прогулка по интернету», «Избранные адреса», 
«Найти и не сдаваться!», «Электронные адреса». Другой 
пример: фоторобот, видеокамера и программы идентификации. 
Ведь программные средства входят в состав программных 
реализаций задач классификации и распознавания. Данные 
примеры достаточны, чтобы убедиться каким широким спросом 
пользуются алгоритмы - результаты теоретических иссле-
дований распознавания образов, на рынке интеллектуальных 
товаров. 

Прежде всего необходимо ввести определение орга-
низации. Возможны следующие варианты определения: 
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 внутренняя упорядоченность, согласованность 
взаимодействия более или менее дифференцированных и 
автономных частей целого, обусловленная его строением; 

 совокупность процессов или действий ведущих к 
образованию и совершенствованию взаимосвязей между 
частями целого; 

 объединение людей, совместно реализующих некоторую 
программу или цель и действующих на основе определенных 
процедур и правил. 

В книге рассматриваются следующие вопросы: 
 исследование методов распознавания образов, в 

частности, метода вычисления оценок; поиск резервов для 
приспособления указанного метода эмпирическим данным об 
оргсистемах, которым присущи свойства неопределенности и 
расплывчатости, а также изучение возможности построения 
кластер-анализа на данных (метод вычисления оценок 
включается в состав задач распознавания, под названием 
“обучение с учителем”); 
 разработка иерархического метода кластер-анализа, 

индуцированного монотонными системами ( *  метод): 

 построение монотонной системы ,W   на множестве 

парных связей; 
 использование общеалгебраического языка для 

разработки *  метода кластер-анализа; 

 установление эффективности алгоритма, 

соответствующего *  методу кластер-анализа; 

 програмная реализация указанного алгоритма; 
 задача выделения экстремальной подсистемы 

монотонной системы с дополнительными ограничениями: 
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 локальное совершенствование распределения 
управленческих функций; 

  исследование монотонной весовой функции  1 ,i H  с 

параметром. 
В монографии получены новые теоретические результаты. 

В кратце остановимся на некоторых из них: 
 Новым является и предложенный в книге иерархический 

метод кластер-анализа, основывающийся на теории монотонных 
систем; конструирование монотонных систем обычно ведется на 

кластеризуемых единичных элементах; в данном *  методе ис-
пользуются парные связи между этими элементами. 
 Впервые введена формула силы связи между парными 

элементами. На языке монотонных систем она именуется как 
«монотонная весовая функция» и в книге она представлена в 
соответсвующем аналитическом виде. 

 В разработанном *  методе автоматической классифи-
кации предложен новый, общеалгебраический подход к 
формированию кластеров разбиения. 
 Рассмотрено локальное совершенствование распреде-

ления управленческих функций между должностными лицами. 
Данная, проблема решена для монотонной весовой функции 

 1 ,i H   параметрического типа. 
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ГЛАВА 1. К ВОПРОСУ ТЕОРИИ РАСПОЗНАВАНИЯ 

 

mar adi sobi s Secnoba :
wesr i gi a da si keTe.

l ao - Zi Zv.w. V I saukune

 

1.1. Философские аспекты распознавания образов 
Важнейшим разделом философии является теория поз-

нания или гносеология. Как известно теория, познания изучает 
взаимоотношения субъекта и объекта в процессе познава-
тельной деятельности, отношение знания к действительности, 
возможности познания мира человеком, критерии истинности и 
достоверности знаний (см. [8]). В последнее время бурное 
развитие научных методов исследования познания 
(математическая логика, семиотика, теория информации, пси-
хология), c точки зрения некоторых ученых, ведет к ликвидации 
теории познания, как философской науки. Другая часть ученых 
стоит на противоположной стороне - они думают, что развитие 
социально-научных методов стимулирует теорию познания к 
решению новых проблем (например, исследование принци-
пиальных возможностей автоматизации интеллектуального 
труда). 

Основанием теории познания является теория отражения. 
Психическое отражение в форме выражения ощущений – вос-
приятие возникает и развивается в головном мозге, с помощью 
которого осуществляется высшая нервная условно-рефлек-
торная деятельность, которая обеспечивает ориентировку и 
регулирование поведения субъекта в окружающем мире. 
Содержание психического отражения (образа, знания) 

                                                             
 Cемиотика – научное направление, которое изучает знаковые 
системы. 
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животных и человека имеет следующие характеристики: 
модальность отображения (ощущения цвета, ощущения вкуса); 
количественная сторона отображенных вещей, их свойств и 
отношений; структура объекта; вид соответствия между 
структурами отображения и оригинала (изоморфизм и 
гомоморфизм, разные виды подобия); предметность 
чувственного образа, предметное и мысленное значение (смысл) 
умственных образов – понятий, суждений умозаключения, 
теоретических построений. Одна из проблем, которыми занята 
теория отражения, выяснение особенностей отражения в 
технике связи и управления, в частности, соотношения и связи 
человека и кибернетических устройств. Главной целью теории 
отображения, согласно которой результаты познания должны 
быть относительно адекватны своему оригиналу (адекватность 
можно ранжировать по трем показателям: по достоверности 
отображения, знания; по точности и полноте; по глубине или 
существенности отображения). Только что упомянутое дает нам 
возможность проложить мост и связать такие области науки, как 
гносеология и теория отражения с одной стороны, и 
распознавание образов – с другой. Ниже мы цитируем 
французского ученого А.Фора, который определил понятие 
распознавания образов именно так: это есть совокупность 
методов и средств, позволяющих по меньшей мере достигнуть, а 
если возможно, то и превзойти естественные средства 
восприятия и анализа окружающего мира живыми существами 
(см. [9]). 

В замечании на предыдущей странице дано определение 
семиотики - относительно нового направления в науке. Мы не 
зря вспомнили о семиотике, так, как она пересекается с теорией 
распознавания образов и имеет прикладной характер в 
отношении распознавания. 



 

13 
 

Мы постараемся с помощью [10] включиться в семиотеку 
и по возможности кратко передать, например, какие еще 
дополнительные «языки» нужны для того, чтобы состоялось 
одно речевое общение. 

Для восприятия речевой информации слушателю этой 
речи нужно в первую очередь зрительное подтверждение того, 
что он верно понял, дополнительная информация «с лица» 
говорящего. Научный опыт показывает, что лектор, читающий 
текст с конспекта, опустив лицо, монотонно, не доносит до 
слушателей 20-30% информации, в другом случае, при всех 
равных условиях (текст, громкость, тембр и темп речи остается 
прежним), лектор может потерять лишь 3-4% информации. 
Причина этого состоит в том что слушатели могут видеть лицо 
лектора, слышать нормальные интонации, паузы, самоуточ-
нения, нечастые повторы, диалог с аудиторией становится 
интерактивным и интересным. 

Второй дополнительный «язык», который помогает при 
передаче речевой информации - эта НВК,  расшифруется как 
невербальная компонента информации. Этими коммуника-
ционными сигналами являются фоника (звуковые), жестика и 
мимика, чем очень часто сопровождается каждый разговор. 

Ритуал и этикет – сплав определенных НВК со 
специализированной речью - еще один атрибут передачи точной 
мысли (грузинское застолье, икебана и тианоу в Японии, 
сельский постный ход в России). Особенно интересными 
представляются нам средства коммуникации, называемые 
внутренней речью. Начнем с примера: когда начальник 
вызывает своего подчиненного «на ковер», то подчиненный по 
дороге часто репетирует, что будет сказано с его стороны, если 
он спросит то-то. В памяти младшего по должности будут 
звучать не только сами слова начальника, но очень знакомые 
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ему тембр и интонации. Подчиненный «услышит» и соб-
ственные ответы на поставленные вопросы. Указанная «сцена» 
похожа на репетицию роли перед выходом актера на реальную 
сцену. Русский ученый Жинкин назвал внутренний язык или 
внутреннее проговаривание универсальным предметным кодом 
(УПК), иногда употребляется синоним УПК – предметно схем-
ный код. Явление, когда человек говорит думая, но думая - не 
говорит представляет большой интерес в смысле физио-
логической деятельности высшей нервной системы, но мы не 
будем глубоко вникать в подробности теории УПК, только 
обратим внимание на УПК с точки зрения теории распознавания 
образов. 

Займемся наблюдением за организацией внутренней речи. 
Она представляет иерархическую систему, на нижнем уровне 
которой располагаются первосигнальные следы ощущений, 
восприятий, представлений. В образной части нашего мозга 
хранятся «образцы» всего, что отразилось в нашей практической 
жизни и постоянно закрепляется (этому способствует частое 
повторение процесса отражения) – предметный мир и его связи. 
С помощью этих образов мы узнаем знакомые предметы и лица. 
Узнавание - это сравнение и различение предмета с эталоном, 
который глубоко запечатлен в памяти. 

На следующем уровне иерархии путем обобщений схожих 
признаков происходит формирование классов однородных 
объектов. Процесс обобщений продолжается и по мере того, как 
движемся вверх по уровням иерархии, в каждый класс попадают 
совсем разные объекты, и на высших «этажах» иерархии УПК 
рассматриваются такие понятия как предмет, действие, научное 
значение и т.д. (образные единицы УПК). 

Возникает интересный вопрос: насколько УПК зависит от 
национального языка, ведь корни УПК «лежат» в головном 
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мозге. Без сомнения, национальный язык способствует 
развитию УПК и в целом мышлению «Homo sapiens», но УПК в 
основном совершенствуется на практических действиях, на 
опыте, взаимодействии с внешней средой, с человеческим 
обществом. Вышеуказанную мысль можно пояснить 
следующим примером: маленький ребенок распознает и 
классифицирует игрушки по признакам, но не по названиям. 
Постепенно игрушки уступают место духовным и 
неодушевленным существам и опыт классификации у ребенка 
обогащается. 

Резюмируя рассказанное выше, можно сказать, что 
именно с подобными психолингвистическими проблемами, 
особенностями человеческого мышления, связи его мышления с 
вербальными коммуникациями, занята семиотика, а результаты 
исследований по этим темам помогут специалистам обучить 
компьютер к восприятию и распознаванию информации, чтению 
текста, зрению, к выяснению сути понятий. 

Следует отметить, что большой вклад в философское 
обобщение таких понятий как образ, класс, распознающий 
алгоритма, также в целом в формирование математической 
теории распознавания образов внесли работы [3] и [11]. 

Главная идея книги «Лекции по теории образов» ([3]) - 
комбинаторная регулярность. По мнению автора, окружающий 
нас мир (как природный, так и искусственный) является 
структуризованным, подчиненным определенным законам 
порядка. Комбинаторные регулярные структуры или 
комбинаторные объекты, элементы которых расположены 
упорядоченно по отношению друг к другу и имеют различные 
типы регулярности. Формальное описание комбинаторных 
регулярных структур дает возможность построить новые 
объекты посредством комбинирования заданных объектов, но 
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комбинирование происходит не произвольно, а по 
определенным правилам построения объектов. 

Аксиоматически принимается, что образы формируются 
из простых элементов – атомов (образующих). Эти образующие 
зависят от «физической» природы изучаемых объектов или 
процессов. В порождении регулярных конфигураций им 
предназначена та же роль, что было указано выше. 

В работе [11] «Patfern recognition: Human and mechanical» 
автор выдвинул идею парадигматического (paradeignma – 
пример, образец) символа и, использовав фразу Л.Витгенштейна 
«Видеть нечто1 как нечто2», сделал заключение: что «нечто2» – 
образ, некая основа, смысл, нечетко определенный. Оно не 
существует как таковое в языке на том же уровне как «нечто1». 
В некоторых случаях «нечто2» имеет имя, в некоторых не имеет, 
в некоторых структура безымянной сущности описывается 
перечислением составляющих его элементов и указанием 
определенного правила их соединения между собой. 

Подставим в высказывании Л.Витгенштейна взамен слов 
«видеть - распознавать», а «нечто2 - образ». Новая фраза дает 
нам представление о классе, образе, объединяющем некоторое 
число индивидуальных объектов и о содержании распознаваний, 
как об идентификации некоторого объекта, в качестве 
составляющего некоторого известного нам класса. На языке 
математики это отображение, которое ставит в соответствие 
различным элементам одного множества один и тот же элемент 
другого. 
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1.2. Персептрон Розенблата, робот с невероятно сильным 
«интеллектом» Чапека и перспектива на будущее 

Когда речь идет о распознавании образов, очень часто оно 
упоминается вместе со словосочетанием «искусственный 
интеллект». Считается, что теория распознавания - раздел 
проблемы искусственного интеллекта, более того, 
распознавание является одним из главных направлений в 
области искусственного интеллекта. 

Что же такое интеллект и возможен ли искусственный 
интеллект? Вот вопросы, которые врезались в память 
«естественного интеллекта» и не дают ему покоя, ждут от него 
ориентированных на результат глубокопродуманных ответов. 
Результатом же будет создание компьютера (робота), который 
сможет мыслить (думающая машина). 

Существуют разные определения интеллекта, одно из них 
- способность правильно реагировать на новую ситуацию. Сразу 
возникает вопрос: способны ли машины к новаторству? 

Чтобы не запутаться в ежеминутно умножающихся 
вопросах, которые поставлены перед нами, мы попытаемся 
ввести отрасль науки об управлении, связи и переработке 
информации, называемую кибернетикой. 

В 1948 г. вышла в свет книга американского ученого 
Н.Винера «Кибернетика или управление и связь в животном и 
машине» (см. [12]). Позже к сложным управляющим системам 
биологического и технического вида, которые рассматривал 
Норберт Винер, добавились административные и социальные 
системы. 

После определения кибернетики можно уловить связь 
между кибернетикой и искусственным интелектом. Ведь задачи, 
выполняемые компьютером, такие как игра в шахматы, 
доказательство теорем, распознавание зашифрованных записей 
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являются управлением в сложных технических системах или, 
как написано в словаре по кибернетике, «эта искусственная 
система, имитирующая решение человеком сложных задач в 
процессе его жизнедеятельности». 

Эти и подобные задачи, поставленные перед ис-
кусственным интеллектом, могут возникнуть и в кибернетике. 
Например, могут ли компьютеры делать больше, чем 
предусмотрено при составлении человеком их действий? 
Способна ли машина сама приспосабливаться к окружающим 
условиям, самообучаться, могут ли «железные люди», как 
живые существа, быть самовоспроизводящимися? 

Особо интересен последний вопрос. В 60-х годах 
прошлого века сформировалось два главных направления в 
подходах к проблеме искусственного интеллекта. Первым из 
них является эвристическое программирование. Указанное 
направление было замечательно тем, что оно не принимало во 
внимание и не пыталось моделировать процессы активности 
нервной системы. Машинные  программы не предусматривали 
возможность обучения «на опыте», все работы велись только на 
вычислительных машинах. Другое направление к подходу 
искусственного интеллекта – это исследование механизма 
действия мозга самыми различными методами, в первую 
очередь моделирование высших уровней нервной системы 
(нейроновая кибернетика). 

Ниже мы приводим цитату из книги Фейгенбаума и 
Фельдмана (см. [13]), которая глубоко проясняет мысль о 
дихотомии в подходе к искусственному интеллекту: 
«Специалисты по нейронной кибернетике подходят к проблеме 
разработки интеллектуальных машин, постулируя 
существование большого числа очень простых элементов 
обработки информации, собранных в случайную или 
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организованную сеть, и наличие некоторых процессов 
стимулирования или подавления их активности. Создатели 
моделей понимания отличаются более «макроскопическим» 
подходом и опираются в своих работах на в высшей степени 
сложные механизмы переработки информации. Они полагают, 
что создание интеллектуальной машины – задача настолько 
трудная, что ее невозможно решить, не начав все с самого 
начала, и поэтому включают в свои системы процессы 
обработки информации той максимальной степени сложности, 
которую только они способны сами понять и передать 
вычислительной машине (путем программирования)». 

Мы постараемся следовать за вторым из этих двух 
направлений. 

Процесс восприятия и создания образов видимого мира у 
человека происходит следующим образом: вначале предметы 
воспринимаются органами чувств, передаются от них по 
цепочкам нейронов через нейронные сети в мозг человека, где 
формируются образы предметов. Образы перемещаются в 
мозговых клетках и в нужное время всплывают в «оперативной 
памяти» человека. 

А теперь рассмотрим робототехнические системы и 
вопрос о принципах построения и методах проектирования 
визуальных средств (см. [14]). Машинное зрение связано с 
тремя областями: 

1) обработка изображений,  
2) распознавание образов,  
3) анализ сцен. 
Рассмотрим, например, бинарное (черно-белое) 

изображение (рис. 1.2.1). 
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Рис. 1.2.1. Бинарное (черно-белое) изображение 

Его легче получить, хранить и обрабатывать, чем 
изображение на котором имеется много уровней яркости. 

На рис. 1 показано бинарное изображение, на котором 
находится объект – «черный квадрат», а остальная часть 
изображения принимается как «фон». Вводится 
характеристическая функция   ,b x y , которая принимает 

значение 0 для всех точек изображения, соответствующих фону, 
и 1 для точек на квадрате. Указанная информация хранится в 
компьютере. 

На этапе распознавания образов происходит сравнение 
каждого элемента (пикселя) квадрата с другими объектами, 
хранящимися в машине, другими словами, идет процесс 
распознавания. Таким образом мы узнаем, совпадает или нет 
данный квадрат с изображением на другой «картине». Этот 
процесс очень трудоемкий и требует больших временных и 
пространственных сложностей распознающего алгоритма. 

Но «естественный интеллект» имеет еще одну 
возможность воспринимать и распознавать образы, но на 
качественно высоком уровне, в частности при этом образы 
формируются и запоминаются не в деталях, а сразу в самом 
общем виде, причем отдельные детали не принимаются во 
внимание. Приведем пример: человек сразу может отличить 
знакомого одноплеменника от незнакомого, опытный эксперт 
может сразу отличить оригинал знаменитого художника от 
суррогата. 
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А теперь представим себе, что компьютер, как и человек, 
может мгновенно понять общую картину увиденного, 
распознавать образы без трудоемкой рутинной работы, не 
расходуя на эту процедуру много времени. Безусловно, это было 
бы большим шагом вперед к приближению интеллекта «Homo 
Sapiens», а также к познанию работы мозга человека и 
животных. Ученые – исследователи предполагают, что в 
нервных тканях, по которым передаются сигналы от органов 
чувств в мозг человека, первичные элементы нервной ткани – 
нейроны образуют волокна, которые расположены случайным 
образом, не имеют строго определенную длину, поразличному 
разветвляются. Исследования коры головного мозга привели к 
догадкам, что память не концентрирована на определенном 
участке, а распределена между многими участками и это 
распределение является случайным. Опираясь на эти 
исследования, американский ученый Ф. Розенблат попытался 
сделать машину, распознающую образы сразу, одноразовым 
направленным зрением, так как это делает человек (см. [15]). 

 
Рис. 1.2.2. Упрощенная схема персептрона 



 

22 
 

Ниже (рис. 1.2.2) показаны устройство и схема работы 
персептрона. Персептрон состоит из следующих элементов:  

1) рецепторное поле;  
2) элементы ассоциативного поля;  
3) реагирующий элемент;  
4) выходной канал;  
5) элементы настройки. 
Рецепторное поле образовано большим количеством 

фотоэлементов, с которыми соединены провода, по которым 
протекает электрический ток, если фотоэлемент освещен, и не 
протекает, если фотоэлемент не освещен. Провода собираются в 
группы, в каждой из них находится одинаковое количество 
проводов, случайным образом взятых от различных точек 
рецепторного поля. Каждая группа соединена со входом 
ассоциативного поля 2 (в нашем случае имеется 4 
ассоциативных элемента). На выходе ассоциативного элемента 
появляется ток в случае, если превысит заданное пороговое 
значение число входных проводов, по которым протекает ток. В 
выходном канале 4 появляется ток только в том случае, если 
превысит заданное значение сумма токов на входе данного 
ассоциативного элемента. Сигналы, поступившие от 
ассоциативного элемента 2, можно корректировать с помощью 
элементов настройки 5 так, чтобы при появлении на выходе 
каждого данного ассоциативного элемента тока должно было бы 
по желанию усиливать его или ослаблять. 

Работа персептрона заключается в следующем: сначала 
ему предъявляются образы, относящиеся к тому же классу, как и 
те, которые он после обучения должен научиться распознавать. 
Допустим, он должен научиться распознавать букву А, отличая 
ее от буквы Б, или от других букв алфавита, то вырезаются из 
картона буквы А, написанные различными почерками. 
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Вырезанные буквы А, например, такие как на рисунке, накла-
дываются на рецепторное поле, часть которого, перекрытая бук-
вой, оказывается затемненной, а остальная освещена светом от 
источника света 6. Процесс обучения идет таким образом: если 
при показе буквы А в канале 4 появляется ток, а при показе Б не 
появляется, то настройка 5 персептрона не изменяется. Если же 
получится так, что по каналу 4 в первом случае не протекает ток 
или во втором протекает, производится корректировка, чтобы на 
выходе по каналу 4 в первом случае протекал ток, а во втором 
не протекал (протекание тока можно обозначить сигналом 1, а 
не протекание - сигналом 0). Эксперимент показал, что после 
обучения персептрон начинает правильно распознавать буквы, 
при показе ему букв А или Б, по написанию отличающихся от 
тех, которые ему показывались раньше. 

Интересно узнать, каким будет ответ на вопрос: может ли 
персептрон самообучаться? Розенблат дал на вопрос 
положительный ответ. Действительно, на нижней части рисунка 
показана схема работы персептрона с самообучением. В 
процессе обучения проходящий по каналу 4 сигнал о том, каким 
должен быть выходной сигнал персептрона при предъявленном 
ему образе, сравнивается с истинным выходным сигналом, 
передающимся по каналу 5 (канал обратной связи). При их 
совпадении не производится корректировка, а если они не 
согласуются, то по выходному каналу 6 обучающего устройства 
передаются сигналы к элементам настройки персептрона и 
корректировка производится так же, как и при обучении 
персептрона. Напомним, что 1 на рисунке обозначает сам 
персептрон, 2 – автоматическое устройство, представляющее 
образы персептрону как в процессе обучения персептрона, так и 
при последующей его работе, 3 – обучающее устройство, 
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содержащее элемент сравнения, к которому присоединен 
информационный канал. 

Обратимся снова к вопросу об использовании в теории 
распознавания образов аналогии между процессами 
деятельности живых организмов и процессами 
функционирования машин. Нет сомнения в том, что 
исследование деятельности биологических существ хорошее 
средство для усовершенствования технических устройств. 
Истинность вышеуказанной мысли доказали ученые – 
исследователи Маккалок и Питс (см. [16]). Они ввели понятия 
«модельного нейрона», свойства которого соответствуют 
свойствам нейрона живого организма. Он имеет входы и 
выходы. Каждый вход и выход может быть активным или 
неактивным в данный момент времени. 

 
Рис. 1.2.3. Представление модельного нейрона 

Одни из входов модельного нейрона оказывают 
возбуждающее воздействие,  другие – тормозящие. Каждый 
модельный нейрон имеет свое определенное значение порога, и 
если число активных возбуждающих входов в какой-то момент 
превосходит порог и ни один из тормозящих нейронов в тот 
момент не является активным, то нейрон «срабатывает» и дает 
выходной сигнал. Заметим, что на рис. 1.2.3 возбуждающий 
вход указан треугольником, а тормозящий – маленьким 
кружочком. Работа Маккалока и Питса была замечательна тем, 
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что они подали идею о вычислительных действиях в нервной 
системе. 

Последователи Маккалока и Питса развили эту  теорию, 
введя точки, где один нейрон воздействует на другой (синапс), а 
активный вход нейрона был назван аксоном. Каждый синапс 
имеет определенное значение веса. В этом случае вместо 
простого подсчета числа активных возбуждающих синапсов 
можно прямо суммировать их веса. 

Можно сделать еще одно допущение, в частности, 
присвоить тормозящим нейронам отрицательный вес, что будет 
учитываться при суммировании. Ясно, что это допущение 
противоположно тому, о чем мы говорили в начале этого 
пункта: тормозящий активный нейрон, независимо от действия 
и числа других нейронов, передает на выход нулевой сигнал 
(правило «все или ничего»).  

Интересно, в каком случае срабатывает нейрон при таких 
коренных изменениях? Условие – неравенство будет 
следующего вида: 

,i i
i

x t   

где суммирование происходит по всем входам данного нейрона, 

i  - вес i -го синапса, t - порог, а ix  принимает значение 1 или 0 

в зависимости от активности и неактивности i -го входа. 
В заключение добавим, что устройства 3 и 4 на рис. 1 

(рецепторное поле и выходной канал) действительно имитируют 
действия «модельного нейрона», тем самым работы Маккалона, 
Питса, их последователей оправдали и доказали высказанную 
выше гипотезу о том, что биокибернетика служит весомым 
орудием при исследовании сложных научно-технических 
устройств. 
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А сейчас, суммируя изложенные выше системы рас-
познавания, опишем общую схему обучающейся системы, 
предназначенной для распознавания образов. Данная схема 
была предложена Оливером Селфриджем, назвав ее 
пандемониумом, а элементы пандемониума демонами (см. [17]). 

 

 
Рис. 1.2.4. Пандемониум Селфриджа 

На нижнем уровне пандемониума мы видим (см. рис. 
1.2.4) демоны данных (демоны изображения), которые 
образованы из фоточувствительных элементов и моделируют 
«пиксели» сетчатки глаза. На верхнем уровне демон решения, 
он решает, к какой категории можно причислить данный образ. 
Следующие за уровнем демона решения - демоны понимания. 

Предъявляем образ демонам данных, тогда каждый демон 
понимания определяет меру, соответствующую данному образу. 
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Чем больше эта мера, тем лучше соответствует она 
предъявленному образу, и тем более сильный сигнал посылается 
к демону решения, который в свою очередь выбирает самый 
сильный из поступающих сигналов. 

По мнению Селфриджа, все демоны понимания 
вычисляют взвешивание суммы сигналов, поступивших от 
вычислительных демонов. i -ый демон понимания вычисляет 

свой выходной сигнал iD  следующим образом: 

,i ij j
i

D d  

где суммирование ведется по всем вычислительным демонам,  

jd - выходной сигнал j -го вычислительного демона. 

В пандемониуме возможна настройка процесса распоз-
навания. Для этого придумана система весов ij . Если обратная 

связь не подтвердит правильность распознавания, тогда идет 
настройка системы. 

Вводится еще одна величина – ценность вычислительного 
демона. Она определяется частотой использования выхода 
данного вычислительного демона и, если система настроена 
таким образом, что распознавание идет вполне исправно (в 
пределах возможного), то ценность  j -того вычислительного 
демона будет равна: 

.j ij
i

W W  

Возникает вопрос, с какой целью Селфридж ввел ве-
личину jW ? Оказывается, вычислительные демоны, которые 

имеют низкую ценность, можно игнорировать, автоматически 
исключить из состава вычислительных демонов, заменяя их 
другими, которые имеют высокую ценность. 
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Этим новшеством Селфридж усовершенствовал 
обучающую распознающую систему – пандемониум до 
самоорганизующейся системы. Напомним, что под 
самоорганизацией понимается изменение структуры, 
обеспечивающее согласованность поведения благодаря наличию 
внутренних связей и связей с внешней средой. Способностью 
самоорганизации обладают системы живой и неживой природы, 
а также искусственные системы. Автор предложил два метода 
изменения структуры пандемониума: этими методами являются 
метод слияния и деления с мутацией (под изменением 
структуры пандемониума Селфридж понимал создание таких 
вычислительных демонов, которые были бы подобны 
высокоценным вычислительным демонам пандемониума, т.е. 
они сами выделялись высокой ценностью). 

Слово слияние в указанном контексте означает, что 
выходные сигналы двух демонов высокой ценности 
комбинируются между собой и порождают новый сигнал, 
которым соответственно обладает новый вычислительный 
демон (рис. 1.2.5) (см. [18]). 

Прежде чем рассмотрим второй метод, несколько слов о 
мутации. Понятие «мутация» имеет латинские корни и 
переводится как изменение, изменчивость. Дарвин объяснил 
происхождение и развитие видов естественным и 
искусственным отбором. Организмам свойствены изменчивость 
и наследственность. Те изменения, которые оказываются 
полезными животному или растению в его борьбе за 
существование, закрепляются. Накапливаясь и передаваясь по 
наследству, они обусловливают новых животных и  растения. 
И.Шмальгаузен интерпретировал дарвинизм на языке 
кибернетики, подчеркивая при этом, что процесс 
взаимодействия системы и внешней среды представим как 
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последовательность информационных процессов: накопления, 
отбора, преобразования, передачи информации о свойствах 
(признаках) отдельных элементов и системы в целом. В 
процессе своего функционирования система передает во 
внешнюю среду информацию о количественном составе 
составляющих элементов признаков, об их распределении. Во 
внешней среде происходит преобразование этой информации 
(контроль и отбор наиболее ценной информации). Отобранная 
информация накапливается во внешней среде и передается в 
систему путем появления соответствующих свойств (признаков) 
у элементов системы. 

 
Рис. 1.2.5. Гипотетическая кривая, отражающая процесс 

развития системы: 
Ha - начальное значение энтропии, 
ab - эволюценное развитие системы, 
,b e - бифуркационные точки, 
,bk bf - гибель системы, 

bc -зарождение новой системы, 
cd - формирование новой системы, 

,d e  - эволюционное развитие новой системы,  
 t    -  период количественных изменений в системе. 

Принимая во внимание и проведя аналогию с выше-
указанным, пандемониум, используя метод деления с мутацией, 



 

30 
 

может модифицировать вычислительные демоны с целью 
получения качественно новых демонов, ценность которых будет 
высокой. Заметим, что модифицирование вычислительных 
демонов должно быть таким, чтобы действие указанного демона 
полностью не расстроилось (оно может вызвать гибель системы) 
или, говоря другими словами, самоорганизующая распознающая 
система пандемониума становится развивающейся системой 
(рис. 1.2.5). 

Заканчивая изложение краткой истории распознающих 
систем, нельзя не упомянуть, об американском ученом 
М.Минском, создателем теории фреймов (фрейм переводится 
как остов, скелет) (см. [19]). 

По мнению Минского, в мозгу человека сохраняются 
часто встречающиеся образы, но особенно крепко может 
«засесть» в нем основная их часть, а отдельные детали, которые 
не имеют большого значения и разные для различных образов 
одного и того же класса, могут быть дополнены и 
восстановлены. Увидев какой-нибудь предмет, в мозгу человека 
сразу всплывает соответствующий остов, а после этого идет 
дополнение к остову отдельных деталей. Нет сомнений в том, 
что в этом случае время процесса распознавания становится 
гораздо быстротечным. 

Остается подумать, как ответить на вышепоставленные, 
интригующие нас вопросы: «Может ли компьютер мыслить? 
Могут ли железные машины быть умнее своего создателя? И, 
наконец, может ли робот править человеком?». 

Читая эти вопросы, в голову пришла мысль о парадоксе 
(антиномии) Канта. Немецкий философ Кант смог доказать две, 
взаимно исключающие мудрости: 
I. Вселенная бесконечна во времени и пространстве. 
II. Вселенная конечна во времени и пространстве.  
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Аналогично можно высказать и антиномные гипотезы: 
1. Робот, обладающий «невероятно сильным 

интеллектом», может превзойти своего создателя. 
2. Робот не может превзойти своего создателя. 
Вторую гипотезу можно подкрепить цитатой из интервью 

создателя первого компьютера С.Джобса: «Основное 
предназначение персонального компьютера - освободить 
человека от информационной рутины, оставляя для себя то, что 
он может сделать лучше, чем созданное им любое устройство, 
концептуально мыслить». 

Или, образно выражаясь библейским изречением: Богу – 
Богово, кесарю – кесарево, человеку – человеково, роботу – 
роботово. 

С другой стороны, немало сторонников имеет и I 
гипотеза: по их мнению, информационный взрыв, процессы 
глобализации, «софтизация» экономики в развитых странах и 
особенно рост новации, в таких диаметрально противо-
положных областях науки как информатика, химия, физика, 
биология, космические науки, с одной стороны, и океанология, 
антропология, психология, генетика - с другой, увеличивают 
вероятность того, что в условиях современной информационной 
индустрии исследования в любом из этих направлений науки 
могут стать толчком к созданию «невероятно сильного 
искусственного интеллекта», робота, который сможет 
действительно превзойти «естественный интеллект Homo 
Sapiens»-а». Поэтому, прочитав повторно гипотезы, которые 
приведены выше, мы можем объединить, видоизменяя их, и в 
результате перезаписать следующим образом: «Роботы не могут 
превзойти своего создателя до поры, до времени...» 
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1.3. Задача обучения машины распознаванию образов 
(обучение с учителем) и психологическая теория и практика 

обучения 
Процессы распознавания и обучения неразрывно связаны 

друг с другом. Обучающийся учится на примерах и каждый раз 
инстинктивно использует классификацию. Таким же образом 
распознавание – это область, где человеческие способности 
зависят от обучения и опыта. 

В работе показывается, что целесообразно рассмотреть их 
совместно, в ней  приведено еще одно определение 
классификации. Классификация - особый случай применения 
логической операции деления объема понятия, представляющий 
собой некоторую совокупность делений. Обычно в качестве 
оснований деления в классификации выбирают признаки 
критериальные для данных объектов, и классификация выявляет 
существенные сходства и различия между предметами и имеет 
познавательное значение. 

Когда делается типология задач распознавания, особо 
подчеркиваются две главные линии, по которым направлены 
исследовательские работы по распознаванию: 

1. Отнесение предъявленного объекта, определенного в 
пространстве признаков к одному из заданных классов 
(обучение с учителем).  

2. Разбиение множества объектов, определенных в 
пространстве признаков, на систему непересекающихся классов 
(автоматическая классификация, кластер-анализ, таксономия, 
обучение без учителя) (см. [20]). 

Обратим внимание на слово обучение, которое 
фигурирует в вышеописанной типологии. Возникает вопрос, в 
каком смысле можно понять слово «обучение»? Сам 
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персептрон, устройство систем распознавания образов способен 
обучиться на опыте. 

Попытаемся связать искусственный интеллект с психо-
педагогикой и углубимся в понятие обучения. 

Стоун знакомит нас с основными законами обучения: 
подкрепление, наказание, изживание, различение, обобщение, 
обратная связь, установка на обучение, обучение посредством 
подражания и эмоциональные эффекты, любопытство и 
любознательность, потребность к достижению, мотивация 
обучения. 

Из всех этих законов в работе подчеркиваются законы 
различия и обобщения, которые имеют прямую связь к 
проблеме распознавания. 

Приведем пример. На начальном этапе обучения чтению 
требуется обучить различению букв или различению форм при 
обучении изобразительному искусству (обучение с учителем). 

Обучение выбирать из связки нужный ключ – обучение 
посредством открытия при условии, что никто не подсказывал, 
как осуществить такой выбор (обучение без учителя). В связке 
много очень похожих ключей, мы обращаем внимание на 
незаметные вначале признаки, потому что они помогают нам 
осуществить правильное различение. Каждый раз наше 
внимание заострено на восприятии признаков и мы обучаемся 
различать ключи с помощью процесса различения стимулов 
(соответственно различения признаков). 

Ставится вопрос, какие советы может предложить психо-
педагог специалисту по распознаванию? 

I.Показано, что психо-педагогика обязана свести на нет 
случайность обучения, ускорить его и уменьшить ошибочность 
ходов при обучении. При обучении различению случайность 
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можно уменьшить, если реакцию на верный стимул наградим 
подкреплением, а неверный игнорируем. 

Что предпримет в этом случае «искусственный интел-
лект»? В памяти машины каждому действию приписывается 
специальный вес, характеризующий важность данного факта. В 
программе назовем этот вес – ценностью факта. Она опре-
деляется в зависимости от применимости данного факта к 
данной ситуации, прошлого опыта его применения и от степени 
близости текущей ситуации к тем, в которых этот факт ис-
пользовался. Если машина реагировала правильно, то из всех 
фактов выбирается указанный с поощрением: прибавляется вес 
и соответственно ценность этого действия возрастает. Эта будет 
«подкрепление» в награду за верное распознавание. В случае 
неверного шага действие машины оценивается и остается без 
увеличения веса, соответственно ее оценка понижается по 
сравнению с другим действием. Если «неверный» шаг машины 
повторяется, то постепенно действие машины оценивается все 
ниже и ниже и в конце концов «изживается», т.е. игнорируется 
машиной. 

II.При обучении различению звуков или форм, 
желательно начать с различий, которые осуществить легко и 
постепенно усложнить их, все время подкрепляя правильные 
ответы [1]. По мнению авторов, обучение различать звуки, 
обозначаемые различными буквами, желательно начать с букв, 
обозначающих явно несхожие звуки. Обучив различению звуков 
Н в слове КОН и К в слове КОТ, легче обучить различению 
звуков, обозначенных последними буквами в словах СУП и 
СУД. Различение букв облегчается благодаря тому, что 
остальные буквы в приведенных словах совпадают, поэтому 
внимание сосредоточивается только на различающей эти слова. 
То же самое можно сказать и при обучении зрительному 
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различению слов или букв, которые заметно отличаются друг от 
друга, и постепенно перейти к различению более похожих слов 
и букв, все время подкрепляя верное и игнорируя неверное. 
Пример персептрона подтверждает сказанное. Начнем 
распознавание таких букв алфавита, которые очень различаются 
между собой по таким признакам, как например, пара   1 2,n n , 

где  1n  - общее количество отрезков прямых линий и 2n  - 

количество горизонтальных линий в начертании каждой из 
сравниваемых между собой букв. Расстояние в признаковом 
пространстве между этими буквами должно быть как можно 
большим. Если различение некоторых букв затрудняется 
машиной, то можно придумать другие признаки: например, 
имеется или нет отрезок прямой ниже строки? Этим признаком 
мы можем различать буквы «Щ» или «Ш» и т.д. Можно собрать 
все разделительные признаки и передать их машине. 
Накопленный опыт компьютер может использовать в 
последующем распознавании. Чтобы быстрее закончить 
распознавание, можно все указанное выше передать 
компьютеру в виде программы и при этом каждый раз 
подкрепляя, если распознавание будет «верным», и игнорируя в 
обратном случае. 

III. Стоунс [21] приводит пример. Неопытный зритель, 
наблюдающий футбольную встречу, увидит только 
беспорядочные действия (поток активности), в то время, как 
болельщик увидит искусстность и тонкости, которые вызовут 
сильные эмоции восхищения. Исследование методов обучения 
различений научит обучающихся различить объекты, разницу 
между которыми раньше не замечали. У «Homo sapiens» могут 
возникнуть трудности в связи с тем, что когда обучающегося 
просят сделать различение, он не в состоянии сделать это в 
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связи с физиологической ограниченностью его органов 
восприятия. 

А чего может добиться в этом отношении искусственный 
интеллект, может ли восприятие робота превзойти восприятие 
человека? 

Рассмотрим наш персептрон. Пусть буквы, которые 
предъявляются персептрону написаны от руки разными 
почерками. Попытки использования разделительных признаков, 
которые помогают персептрону различить разные буквы, в этом 
случае не будут плодотворными. Причина этого состоит в том, 
что одни и те же буквы, написанные разными почерками, дают 
различные значения точек на плоскости -  1 2,n n (см. [22]). 

Обратимся к теории вероятности. 
Если признаки выбраны достаточно удачно, то сходные 

объекты будут группироваться в некоторой области 
пространства. Следовательно, если области достаточно четко 
очерчены, то существуют гиперповерхности, «окаймляющие» 
эти области, их называют раздельными гиперповерхностями. 

Проведем следующий эксперимент. Рассмотрим большое 
количество образцов буквы А, написанных от руки разными 
почерками. Наблюдая над последовательностью рукописных 
образцов, подсчитаем вероятность попадания каждого образца в 

точке признакового пространства  1 2

* *,n n  (например, если 

1 2n   и 2 5,n   то значение  1 2

* *,n n будет соответственно (2, 

5)). Если, например, при просмотре 1000 рукописных букв «А» 
для 40 из них попадают в точки 1 2n  , 2 5,n   то точка 

пространства  1 2,n n  с указанными координатами будет равна 
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40 /1000 0,04p   . Подобным образом поступим и в случае 
буквы «Б». 

Откладывая при этом для каждой из рассматриваемых 
точек плоскости  1 2,n n  по вертикальной оси соответствующие 

ей значения Р, мы смогли бы построить в пространстве  1 2,n n  

поверхности, на которых находились бы полученные таким 
способом точки для объекта «А»  и объекта «Б». 

 
Рис. 1.3.1. Картина распределения вероятностей  

(статический метод распознавания образов) 
На рис. 1.3.1 показана гиперплоскость, делящая область 

буквы «А» и буквы «Б» на две части. Указанная гиперплоскость 
определяется уравнением  1 2, 0f n n  . При переходе от одной 

части области (буква «А») в другую (буква «Б») функция 

 1 2,f n n  меняет знак. 

На опыте проб и ошибок в работе также построена 
разделяющая гиперплоскость, формируются классы объектов. 

Теперь рассмотрим другой закон обучения, называемый 
законом обобщения, и поинтересуемся, может ли опыт, 
накопленный обобщением, каким-нибудь образом повлиять на 
эксперимент, проводимый по распознаванию. 
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Обобщения означают одинаковую реакцию на схожие, но 
неидентичные стимулы. 

При обучении устанавливается способ различения, а 
также действия и цели обобщения, чтобы достигнуть наиболее 
приемлемого для данного типа деятельности равновесия. На 
начальных стадиях обучения чтению обучавшийся может 
различить на бумаге слово и другие конфигурации, «которые 
словами не являются», и по мере накопления опыта по 
различению, становится возможным обобщение, так что 
обученный сразу может узнать слово и не слово. Со временем 
обучающийся так усовершенствует свои возможности, что 
будет на разные слова по-разному реагировать. Одновременно 
он научится обобщать свои реакции на некоторые сочетания 
букв, производя при чтении слова, содержащие такие сочетания, 
которые имеют один и тот же звук. В этом случае различение 
слов предполагает понимание того, что слова в целом разные, но 
имеют одинаковые окончания (например, слова ЛАЙ, МАЙ, 
КРАЙ есть результаты обобщения). 

Так и различение при «верной» реакции подкрепляется 
таким же образом: можно подкрепить и верное обобщение, 
которое заставляет обучающегося, при схожей ситуации, 
повторить указанную реакцию. 

Все сказанное про обучение естественного интеллекта 
можно порекомендовать обучающему искусственному 
интеллекту. Заканчивая изложение нашего подхода к обучению 
распознающих систем, нельзя не упомянуть об одном важном 
моменте обучения – обучении понятию. 

Понятие – это абстракция, благодаря которой фор-
мируется представление о мире. Понятие «обучение» связано с 
выделением критериальных признаков. Процесс обучения 
развивается чередованием законов различения и обобщения. 



 

39 
 

Заметим, что подобные сверхинтеллектуальные 
искусственные системы обученные разным понятиям, 
обогащенные знанием, могут найти себе применение и в 
экспертных системах (см. [23]), в которых воплощаются 
большие объемы знаний и навыков, присущих эксперту-
человеку. 
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ГЛАВА 2. КЛАССИФИКАЦИЯ И МОНОТОННЫЕ 
СИСТЕМЫ 

2.1.  Примеры классификации 
По мнению многих учёных и исследователей, 

классификация – один из фундаментальных процессов в науке. 
Факты и явления должны быть упорядочены, прежде чем мы 
сможем их понять. Поэтому классификация является 
интеллектуальной деятельностью высокого уровня, 
необходимой нам для понимания природы. 

Ещё в далёком прошлом величайший из мыслителей 
Аристотель подал идею классификации (см. [20]). Как писал 
Дж. Берналл в „Науке истории общества“: «Аристотель ввёл, 
или, по крайней мере, кодифицировал способ классификации 
предметов, основанный на сходстве и различии». 

В подтверждение сказанного мы представим один из 
примеров классификации Аристотеля: 

Рис. 2.1.2. Классификация Аристотеля 
По определению классификация – это упорядочение 

объектов по их схожести, а так как объектом можно назвать 
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очень много чего, в том числе процессы и действия, то можно 
сделать вывод, что классификация является фундаментальным 
свойством всех живых организмов и явлений природы. 

Работая над методами автоматической классификации, 
исследователи пришли к выводу, что можно оценить сходство 
количественно. Например, птице предполагается выбрать одну 
из двух различных моделей в качестве угрожающего объекта, её  
нервная  система должна сделать заключение, какая из моделей 
более похожа на образ, запоминающий в ней результате 
обучения. Можно оценить сходства объектов от 0 до 1, или 0 и 
1, как поступают социологи при опросе своих респондентов. В 
качестве исходной информации в методах классификации 
существует два подхода. Первый: она представима в форме 
матрицы X  „объект - свойство“: 
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где )( j
ix  - значение j -го признака на i -ом объекте ( i  - ая стро-

ка этой матрицы ),,( )()2()1( n
iiii xxxX   характеризует 

),,( 21 ni OOOO   классифицируемые  объекты). 

Второй подход в качестве исходных данных представим в 
форме матрицы   попарных взаимных расстояний (близостей) 
объектов: 
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где величина ij  характеризует взаимную отдалённость 

(близость) объектов iO  и jO . 

Переход от формы исходных данных объект – свойства в 
форме матрицы попарных расстояний осуществляется 
посредством задания способа вычисления расстояний (близости) 
между парой объектов, когда известны координаты (значения 
признаков см. [25]) каждого из них.  

Задача автоматической классификации (кластер - анализа) 
объектов есть: задача разбивания (группировки) векторов строк 
матрицы (1) данных таким образом, чтобы в одну группу 
(кластер) попадали близкие, а в разные – вообще говоря, ... 
далёкие друг от друга объекты.  Иными словами, в данном 
случае каждому кластеру соответствуют разные „скопления“ 
точек (см. [26]) в пространстве параметров, а разным, разные 
„скопления“, разделённые большими или меньшими 
промежутками, в которых точки расположены „редко“. 

Обратный переход – от формы исходных в виде матрицы 
попарных расстояний (близости) (2) между объектами к форме 
матрицы „объект - свойства“ осуществляется с помощью 
специального многомерного статистического анализа, 
называемого многомерным метрическим шкалированием.  

В сборнике понятий классификации есть слово «таксо-
номия». Тахоп – синоним кластера и интерпретируется как 
систематизированная группа любой категории (слово тахон - 
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биологического происхождения). Блумом была разработана 
таксономия целей образования. Автор даёт две таксономии, 
одна касается целей, относящихся к когнитивной области (к 
знанию), а в другой рассматривается аффективная область – 
чувства. В основе упорядочивания иерархическая структура. 
Цели, требующие освоения навыков более высокого уровня 
сложности, включают цели, требующие менее сложной 
деятельности. При когнитивном анализе различаются 6 уровней 
целей, при аффективном - 5. Уровень 6 включает навыки уровня 
5, уровень 5 включает уровень 4 и т.д. Ниже приводится 
вышеуказанная таксономия целей образования, автором которой 
является специалист по психо-педагогике Блум.  

I. Когнитивная область 
1.00 ЗНАНИЕ 
1.10 конкретного материала 
1.11 терминологии 
1.12 фактов 
1.20 способов и средств обращения с конкретным 

материалом 
1.21 концепций (определений)  
1.22 тенденций и результатов 
1.23 системы понятий и категорий 
1.24 критериев 
1.25 методологии 
1.30 универсальных понятий и абстракции данной области 

знаний 
1.31 законов и обобщений  
1.32 теории и структур 
2.00 ПОНИМАНИЕ 

2.10 объяснение 
2.20 интерпретация 
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2.30 экстраполяция 
3.00 ПРИМЕНЕНИЕ 
4.00 АНАЛИЗ 

4.10 элементов 
4.20 взаимосвязей 
4.30 принципов построения 

5.00 СИНТЕЗ 
5.10 Единичные обобщения 
5.20 Разработка плана и возможной системы действий 
5.30 Получение системы абстрактных отношений 
6.00 ОЦЕНКА 
6.10 Суждение на основе имеющихся данных  
6.20  Суждение на основе внешних критериев 
II.  Аффективная область 
1.00 СТРЕМЛЕНИЕ (напряженность внимания) 

1.10 Осознание 
1.20 Желание достичь чего-либо 
1.30 Произвольное или избирательное 

внимание 
2.00 ОТВЕТНАЯ РЕАКЦИЯ 
2.10 Согласие на ответ 
2.20 Желание ответить  
2.30 Удовлетворение от ответа 
3.00 ОЦЕНИВАНИЕ 
3.10 Принятия какой-то ценности 
3.20 Предпочтение какой-то ценности 
3.30 Обязательность какой-то ценности 
4.00 ОРГАНИЗАЦИЯ 
4.10  Концептуализация ценности  
4.20 Выработка системы ценностей 
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5.00 ПРЕДПОЧТЕНИЕ НА ОСНОВЕ 
ЦЕННОСТИ ИЛИ ЦЕННОСТНОГО КОМ-
ПЛЕКСА 

5.10 Обобщенная установка 
5.20 Предпочтение 

В заключение добавим, что иерархическая структура 
таксономии Блума  и её визуализация – построение графа 
иерархии на плоскости представляет собой агломеративную 
процедуру и имеет восходящее  направление – от простого к 
сложному. 

Классификация – особый случай применения логической 
операции деления объёма понятий представляющих собой 
некоторую совокупность делений, и предназначена для 
постоянного использования в какой-либо науке или области 
практической деятельности. В частности, возьмем математику. 
Математика, как творческая сила, имеет своей целью разработку 
общих правил, которыми следует пользоваться в 
многочисленных научных направлениях. Тот, кто создаёт эти 
правила, создаёт новое, творит. Тот, кто принимает уже готовые 
правила, создаёт с помощью математических правил новые 
ценности в других областях знаний. Поэтому использование 
классификации в математике вдвойне повышает её значение как 
компонента научных теорий.  

Пример классификации Бера  (см. [27]) подтверждает 
высказанную выше мысль. Для ознакомления с Беровской 
классификацией у читателя предполагается элементарное 
знание теории пределов, определений и свойств непрерывных 
функций, интервалов упорядоченных множеств.  

Назовём множество всех непрерывных функций заданных на 
некотором фиксированном сегменте ],[ ba  - нулевым классом 
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функций. Пусть )(xf  - функция, заданная на сегменте ],[ ba , не 

входящая в нулевой класс, но представима следующим образом: 
)(lim)( xfxf nn 

 ,                                     (2.3) 

где каждый член последовательности )(xfn  непрерывен, тогда 

)(xf  называется  функцией первого класса.  

Таким же образом функция )(xf , не входящая ни в ну-

левой, ни в первый классы, но представимая в виде (1), где 
каждая из функций )(xfn  входит в первый класс, называется 

функцией второго класса. 
В общем случае, функцией класса m называется функция, 

не входящая ни в один из предыдущих классов, но являющаяся 
пределом последовательности функций класса 1m . 

В процессе подобного деления функций мы получим 
последовательность классов 

 ,,,, 21 mQQQ                                        (2.4) 

Как видно из  (2.4), можно идти дальше и продолжить 
классификацию. Если функция не входит ни в один из классов 
(2.4), но представима в виде (2.3), где каждая из )(xfn  входит в 

какой-нибудь из классов 
nmQ , тогда говорят что это функция 

класса Q . 

Функция, не входящая ни в один из классов mQ , ни в 

класс Q , но являющаяся пределом последовательности 

функций класса Q , называется функцией класса 1Q . 

Пусть   - порядковое число второго числового класса 
(если все упорядоченные множества разбиты по классам, два 
упорядоченных множества попадают в один класс, когда они 
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подобны т.е. когда эти два множества можно наложить друг на 
друга). 

Соотнесём каждому такому классу упорядоченных 
множеств какой-либо символ и назовём его порядковым типом 
любого множества данного типа. 

Если всякая непустая  часть упорядоченного множества 
имеет первый элемент, то множество называется вполне 
упорядоченным. 

И, наконец, сделаем ещё один комментарий: порядковый тип 
вполне упорядоченного множества называется порядковым 
числом. Допустим, мы определили все классы Q , где   . 

Класс Q  определяется, как множество функций, не 

входящих ни в один из классов )(  Q , но представимых в 

виде (1), где каждая из )(xfn принадлежит какому-нибудь 

классу )(  
n

Q . 

Проведенная выше процедура, заключающаяся к 
отнесению заданных на сегменте ],[ ba  функций )(xf  к 

определённому классу Q , называется классификацией Бера. 

Мы часто упоминаем слово кластер. Какой же смысл  
имеет кластер в этом контексте? Кластер – гроздь, пучок, 
скопление, группа элементов, характеризуемых каким-либо 
общим свойством. Название „кластер-анализ“ для совокупности 
методов решения задач такого типа было впервые введено 
Траионом в 1939 году. 

 
2.2. Общая модель монотонных систем 

Возникает вопрос: существует или нет величина, функция, 
которая измерит дезорганизованность, неупорядоченность? На 
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этот вопрос можно ответить положительно. В 1850 году 
Клаузиусом была введена функция, названная энтропией. 
Учёный работал в области термодинамики. Он определил 
энтропию как энергию, необходимую для того чтобы после 
адиабатического и обратимого процесса, завершающегося при 
температуре, соответствующей начальному состоянию, 
возвратить рабочее тело обратимым путём в это начальное 
состояние. Процессы, протекающие в изолированной среде, т.е. 
в системе не обменивающейся с окружающей средой, 
сопровождается возрастанием энтропии.  

Энтропия в общем случае – мера упорядоченности 
объекта по любым признакам. Различные уровни 
упорядоченности могут находиться в любой зависимости друг 
от друга или быть вовсе независимыми.  

Вышеупомянутое определение энтропии позволяет, 
рассматривая эволюцию как изменение структуры системы, 
использовать энтропию в качестве параметра, 
характеризующего уровень развития системы. 

Состояние системы определяется распределением её 
элементов, обладающим данным признаком, мерой их 
упорядоченности. 

Если элементами структуры являются относительные 
численности ic , ni ,,2,1   

1,10
1

 


n

i
ii cc , 

тогда  энтропия определяется следующим образом: 

i

n

i
i ccH ln

1



 . 
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Величина H измеряет степень гомогенности структуры: 
чем больше значение энтропийной функции, тем однороднее 
разбиение общей численности по относительным численностям. 

Найти энтропию означает  в принципе следующее: 
необходимо выяснить все возможные распределения элементов 
(или состояния ансамбля), классифицировать их 
соответствующим образом (т.е. в соответствии с поставленной 
задачей) и подсчитать число элементов в классах, чтобы было 
возможно судить о вероятности тех или иных свойств ансамбля. 
Энтропия системы может быть определена для различных 
уровней агрегирования её элементов следующим выражением: 

N

N

i N D
di

D
diH ln

1



 , 

где H  - энтропия системы, N  - число компонент на исследуемом 
уровне разбиения системы, di  - число элементов с заданным 
признаком, входящих в состав i -ого компонента, ND  - общее 

число элементов с заданным признаком на исследованном уровне 
разбиения системы, NDd /  - относительная частота появления 

элементов с заданным признаком. 
Структурообразующим отношением может служит 

отношение порядка между относительными частотами. 
При изучении сложных систем часто возникает вопрос: 

существуют ли в системе особые элементы или подсистемы 
элементов, реагирующих однообразно на какое-либо 
воздействие.  

Напомним, что система – это множество элементов на-
ходящихся в отношениях и связях друг с другом, которое 
образует определенную целостность, единство.  В сложной 
системе большое количество связей, как и элементов этой 
системы. Но сложность состоит в неоднородности этих 
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элементов и связей. Следовательно, сложную систему 
невозможно исследовать иначе, чем по подсистемам, не только 
потому что система имеет большие размеры, но и потому, что 
неоднородность требует разных подходов исследования.  

Поэтому поиск однородных особых элементов и 
подсистем – множества элементов системы - имеет решающую 
роль при структуризации и выяснении механизма 
функционирования системы, и исходя из этого, воздействия на 
неё в нужном направлении.   

Добавим, что большое значение имеет выявление 
отношений между однообразными подсистемами. 

В теории систем существуют разные подходы к 
определению структуры. Структура системы – устройство, 
внутренняя связь элементов системы в подсистеме, которые 
создают множество отношений между подсистемами системы, 
что даёт возможность объединяющего целого – системы 
проявлять способность к действию, функционировать по 
определенному ориентиру.  

Что касается связей между элементами системы, то они 
могут быть как „сильные“, так и „слабые“, на основе чего они 
ранжируются.  

В последнее время для вскрытия структуры системы 
появились новые подходы, в частности, эвристические модели. 
Авторы этих моделей считают, что определяющей при 
построении эвристических моделей является содержательная 
постановка задачи, а с ростом применения компьютерной 
техники и использования количественной информации для 
анализа функционирования сложных систем – формы 
представления обрабатываемых данных  (см. [28]). 

Обращаясь к формам представления исходных данных, 
нужно подчеркнуть, что часто используются графы и матрицы 
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данных. В этом случае элементами структуры становятся 
объекты и связи между объектами. Можно сказать, что вполне 
оправдано использование связи в качестве элемента в силу того, 
что, во-первых, слово связь представляет один из членов 
предложения в определении как структуры, так и системы; во-
вторых, использованием связи в роли элемента системы можно 
выявить более подробные детали о заданной системе. 

Когда рассматривается связь при анализе системы, то под 
этим словом мы подразумеваем непосредственные связи между 
объектами, но иногда преимущество отдается опосредованным 
связям, так как элемент не только связан с другими элементами, 
но и имеет степень влияния на подсистему, в которой он 
находится, и это расширяет как его вес  в системе, так и 
отношения с другими элементами и системой. 

В числе систем, рассматривающих опосредованные связи, 
можно назвать „монотонные системы“ (см. [29], [30]). Само 
название - „монотонные“ тесно обусловлено множеством 
отношений элемента в подсистеме, которая скрывает главное 
свойство монотонных систем – свойство монотонности, 
показанное на нижеследующем примере. Заданы n  элементов, 
которые входят в систему W . Пусть WH  произвольная 
подсистема W . i  - элемент подмножества Hi . Каждой 

паре ),( Hi  сопоставим функцию  . Определим скалярную 

функцию ),( Hi  следующим образом:  





Hj

ijHi  ),( , 

),( Hi  - сумма расстоянии ij  элемента i  и всех относи-

тельных элементов подсистемы H . Легко проверить, что уда-
лением элемента из подсистемы H  сумма уменьшается, а 
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добавлением элемента в подсистему H значение функции 
),( Hi  увеличивается. Указанное свойство функции   на 

любой подсистеме WH   называется свойством моно-
тонности, а система, которая удовлетворяет свойствам 
монотонности, является монотонной системой. 

Когда мы говорим о структуре монотонных систем, нам 
сразу представляется ядро системы. Ядро – эта подсистема, 
которая в указанном выше  смысле отражает структуру всей 
системы в целом. Элементы ядра в наибольшей степени 
„чувствительны“ по отношению к одному из двух типов 
действий (положительных и отрицательных).  

Мы говорим об ядре системы. Ядро, как экстремальная 
подсистема монотонной системы, представляет «основную 
структуру данных». Можно провести параллель между 
монотонными системами и классификацией, назвав ядра как 
систему «центров» классов. Интересно, что число центров не 
фиксируется заранее, а вычисляется в процессе экстремальной 
задачи. 

После того как найдено ядро монотонной системы, мы 
ищем последовательность квазиядер; каждый из членов этой 
последовательности – это новый уровень описания структуры 
данных.  

Особый интерес представляет процедура поиска или 
выделения ядра монотонной системы.  

Теперь вернёмся в прошлые 20-е годы XX века и вспом-
ним русского учёного Богданова А.А. Он предположив, что все 
виды управления (в природе, обществе, технике) имеют общие 
черты, сделал попытку описать их с позиции особой науки – 
организационной, определив её предмет, основные категории и 
законы протекания любых организационных процессов.  
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Анализируя сущность организации, Богданов высказал 
идею о необходимости системного подхода к её изучению, дал 
характеристику соотношении системы и её элементов, показав, 
что организационное целое  превосходит простую систему его 
частей (в будущем, науке, изучающая соотношение целого и его 
элементов, будет названа синергетикой). По мнению учёного, 
степень организации зависит от способа сочетания, элементов 
системы целого. Если целое больше суммы своих частей, то 
процесс будет организованным, в противном случае мы по-
лучаем дезорганизованность. 

Богданов высказал ряд интересных мыслей о структурной 
устойчивости системы и её условиях, об основных орга-
низационных механизмах: формирующем и регулирующем, о 
необходимости применения математического аппарата при 
анализе организации; об обратных связях.  

В частности к числу общих законов организационной 
науки учёный относил „закон наименьших“, цитируя автора: 
«… закон, в силу которого прочность цепи определяется 
наиболее слабым из её звеньев: скорость эскадры – наименее 
быстроходным из её судов» (см. [31]). 

Мы не зря привели некоторые сведения о Богданове и его 
организационной науке. Ниже следует процедура выделения 
ядра монотонной системы (см. [25]): на множестве всех 
подмножеств W  монотонной системы определяется скалярная 
функция F , которая ставит в соответствие каждому 
подмножеству H , WH  , число )(HF  по следующему 

правилу: 
),(min)( HiHF

Hi



 ,  WH  . 

Определение: Ядрами (экстремальными подсистемами) 
монотонной системы  ,W  называются такие подмножества 
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множества W , на которых достигается максимум функции 
)(HF . 

Легко можно найти общую идейную монаду между „за-
коном наименьших“ и процедурой выявления ядра, более того, 
прочностью цепи, или самой прочной частью, будет та часть из 
всех частей цепи, наиболее слабое звено которой имеет самую 
сильную прочность. Мы попытались сблизить эти два понятия, с 
целью легче постичь суть монотонных систем  (см. [32]). 

 
2.3. Краткий ретроспективный обзор работ по 

распознаванию образов, использующий теорию 
монотонных систем 

При обработке исходных данных часто используется 
метод, называемый агрегированием.  

Пусть задано множество элементов maa ,,1  . В частности 

такими элементами могут быть „объекты“ или признаки, 
определённые некоторой матрицей данных; для каждой пары 
элементов 

ji bb ,  задано число ija , которое мы можем интер-

претировать как величину „связи“ или степень „близости“ меж-
ду этими элементами. Чем больше это число, тем сильнее связь 
между этими элементами. Множества MjiaA M

ij ,1,,}{   

мы будем называть матрицей связи между элементами 

Mbb ,,1  . Наша задача: обработка матрицы связи, элементы 

которой и являются исходными данными.  
Цель обработки – разбиение всего множества A  на такие 

пересекающиеся подмножества kGGG ,,, 21  , чтобы величины 

матрицы связи между элементами, попавшими в одно 
подмножество (агрегат), были по возможности большие, а 
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между элементами попавшими в разные подмножества , – 
маленькими. 

Вышеуказанную задачу называют задачей агрегирования 
исходных данных, в нашем частном случае матрицы связи, или 
задачей разбиения этого множества на сильно связанные 
агрегаты  (см [33]). 

Можно показать графическую интерпретацию задачи 
агрегирования или, как будем в дальнейшем ее называть, задача 
диагонализации матрицы связи. 

    
 
 
 

 
 

Рис. 2.3.1. Условно выделенные подматрицы с большими 
компонентами 

Расположим строки и столбцы матрицы таким образом, а 
затем выделим такие квадратные подматрицы вдоль главной 
диагонали матрицы связи, чтобы элементы ija  подматрицы 

(агрегата) были по возможности большими, а величины ija , 

которые попали вне этих подматриц (агрегатов) – маленькими. 
Учтём также, что выделенные квадратные агрегаты полностью 
покрывают главную диагональ матрицы. Каждая из этих 
подматриц, которые мы выделили после преобразования, 
покрывает главную диагональ и называется сильно связанными 
агрегатами, а задача - диагонализацией матрицы связи. 

Здесь можно уточнить словосочетание „по возможности 
большие“, а также слово  „маленькие“.  
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При рассмотрении функционала разбиения на L  
агрегатов LGG ,,1  , максимизируем функционал, 

представленный следующим образом:  











 
 kGji

ji
kk

L

k

k a
mmM

mF
,

,
1 )1(

1 ,                            (2.5) 

в котором 



ji
Gji

ji
k

a
,

,  - сумма всех величин связи, попавших  в 

агрегат kG ; )1( kk mm  - общее число таких элементов:  

Mmk  - доля элементов kG  из общего числа элементов всей 

матрицы. Из формулы (2.5) ясно, что число агрегатов задаётся 
заранее.  

Максимизация функционала F приводит к более 
«плотным» (с большей средней величиной связи между 
элементами) агрегатам большого размера за счет меньшей 
плотности агрегатов малого размера. 

Продолжая тему обработки матрицы данных, интересно 
рассмотреть лингвистические методы по этой теме, так как в 
работе [34] большое место уделяется лингвистическим методам 
анализа булевых матриц с помощью монотонных систем.  

Цель лингвистических методов - автоматическое создание 
языка с небольшим словарём и правилом составления фраз, 
которое позволяет коротко описывать каждый объект, выделяя 
тем самым наиболее существенные свойства объектов (см [35]).  

Языки имеют словарь, включающий два типа слов. 
Каждое слово первого типа представляет собой название 
некоторой группы параметров, причём всякий раз имеется в 
виду группа „близких“ между собой параметров. Каждое слово 
второго типа связано с одной из групп параметров и 
представляет собой название одного из классов объектов, 
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„близких“ между собой только по тем параметрам, которые 
принадлежат данной группе.  

На рисунке 2.3.2 приведено наглядный пример разбиения 
матрицы связи лингвистическим методом обработки матрицы 
данных. 

В следствие обработки лингвистическим методом 
выделяются три группы G1, G2, G3 параметров, и три группы 
классов объектов в каждой группе параметров. Geq – это q -ый 

класс объектов в группе параметров Ge. На рис. 2.3.2 линией-
строкой  показан объект, который описывается фразой [ (1,2),  
(2,1), (3,2)]. Фраза интерпретируется таким образом: „данный 
объект относится ко второму классу в группе параметров G1, к 
первому классу в группе параметров G2 и ко второму классу в 
группе параметров G3. В один класс собираются близкие по 
данной группе объекты.“ 

 
Рис. 2.3.2. Условное представление матрицы данных, полученное в 
результате разделения 3-х групп G1, G2, G3 и 3-х классов объектов 

в каждой группе параметров 
Язык позволяет небольшим набором чисел описать 

информацию, содержащуюся в матрице данных. Проблему 
выработки языка можно понимать как некоторую задачу 
аппроксимации исходной матрицы данных небольшим числом 
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таких подматриц, у каждой из которых какая-либо 
характеристика разброса значений элементов (дисперсия) мала.  

В работе [36] приведены различные схемы лингвистического 
анализа булевых матриц с помощью монотонных систем. В качестве 
исходных данных задаётся прямоугольная матрица „объект-
признак“. В роли объекта выступают должностные лица, а в роли 
признаков – функции управления. Автор описывает следующие 
схемы лингвистического анализа: 

 Ф(Н) 

Ф(Н) 

Ф(Н) Ф(Н) 

1) W=X 2) W=Y 3) W=X Y 4) W={U, j} 

Рис. 2.3.3. Разбиение матрицы данных на подматрицы 
Построение разных конкретизаций множества элементов 

монотонной системы W на Булевой матрице даёт автору 
возможность обсудить эти схемы способами разбиения по 
методу монотонных систем. 

Рассмотрим по отдельности: 
1) Множества должностных лиц – строк матрицы   

(множество X ). 
2) Множества функции управления – столбцов матрицы 

(множество Y ). 
3) Множества, подмножество которых есть соответствие 

функции управления )( YH y  подмножеству должностных 

лиц )( XH x  , полученных по матрице  ; обозначим их 

через YX   , 



 

59 
 

4) Множества соответствий функций управления должностным 

лицам – множества пар ),( ji , ,Xi  Yj . 

Произвольному подмножеству H  множества W , а в 
частности её ядру G  в каждом из четырёх случаев 
соответствует некоторая часть матрицы   определенной 
формы. В первом случае это будет группа строк матрицы  , во 
втором – группа столбцов, в третьем – прямоугольная 
подматрица  , а в последнем – пары элементов матрицы  .  

Выбор базового множества W  можно также проводить, 
последовательно меняя эти способы один за другим. Например: 
разобьем матрицу на подматрицы – вертикальные полосы, затем 
эти полосы разобьем на горизонтальные полосы (рис.5). 
 

 
 
  
 
 

 
Рис. 2.3.4. Агрегированное описание матрицы Ф  

 на «однородные» блоки 
В результате получим агрегированную матрицу  . Если 

последовательно применяем монотонные системы сначала для 
столбцов матрицы, а затем разбиение (используя монотонные 
системы) повторим для строк матрицы, то мы будем иметь дело 
с последовательным лингвистическим анализом обрабаты-
ваемых данных.  

Что касается параллельного лингвистического анализа, то 
для его рассмотрения определим монотонные системы на 
множестве строк (столбцов) подматриц матрицы  . Например: 
пусть множество признаков Y  разбито на L  групп 
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},,,{ 21 LRRRR  , L ,,, 21   соответствующие этим 

группам вертикальные подматрицы – полосы. В каждой полосе 
определяется монотонная система ,,,  X  L,1 . Тогда 
задача запишется в виде: 

max)()(
1

1 






 GFRJ
L

, 

где ),,(min)( HiHF
Hi

 


  XH  . G  - ядро  -ой 

монотонной системы; 

max)()(
1 1

2 
 

L P

j
jГFRJ



 , 

где 
jГ , Pj ,1  - последовательность квазиядер  -ой монотонной 

системы, которые являются различными обобщениями, постановки 
задачи выделения «контрастных» полос на матрице  .  

Для описания различных свойств организационной 
системы в работе [36] показано решение задачи порождения 
семейств монотонных систем для лингвистического анализа 
булевых матриц. Сначала строятся наборы операторов 
преобразования монотонных систем достаточно общего вида, 
заданных на одном и том же абстрактном конечном множестве 
W , MW  , а следующий этап - построение набора базовых 

функций на выбранных конкретных множествах W .  
Теорема 3. Если  1,W  и  2,W  две монотонные 

системы на одном и том же множестве W , )(HP  - вещественная 

неотрицательная функция от подмножества того же множества 
)( WH  , такая что  

)()(  HPHP , 
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когда HH  , то системы  ,W ,   PW , ,  HW , , 

 HPW , ,  ,W , где 

),(),(),( 2211 HiHiHi   , 

)(),(),( )2(1 HPHiHiP   , 

),(),(),( 21 HiHiHiП   , 

)(),(),( )2(1 HPHiHiПP   , 

),(),( )2(1
HiHi 

   , 

а  , 1 , 02   также является монотонными. 

Теорема 4. Если   ,W  - монотонная система, а )(xf  - 

монотонно не убывающая вещественная функция при неот-
рицательном вещественном аргументе, то система  ,W  
такая, что для всех 

)),((),( HifHi    

также является монотонной системой.  Из теоремы 3 и 4 
следует: 

Следствие: если )},,({ His  Hi , WH  , 2,1s  набор 

из к монотонных систем, то функция: 

),(),(
1

HiHi s
s

K

s
sx

 


 , 

),(),(
1

HiHi
K

s
sx

s


  , 

где Hi , WH  , }{ s , }{ s , }{ s  - производные набора 

неотрицательных чисел порождают на W  монотонные 
системы. 

Базовым элементом монотонных систем, вариация 
которых порождает различные монотонные системы - это 
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семейство весовых функций ),( Hi , определяющих степень 

связи (влияния, сходства) элемента i  и содержащего этот 
элемент подмножества H  для ),,( Hi  .WHi   Весовая 

функция первого типа измеряет связь элемента и множества как 
сумму попарных связей данного элемента с каждым элементом 
этого множества, т.е. 




Hk
ikaHi ),( , Hi , WH  . 

Весовая функция второго типа интересна тем, что для 
каждого H  вводится в рассмотрение объект Hi , называемый 

представителем множества H . Задаётся также способ 
вычисления связи Hiia  так, чтобы выполнялось свойство 

монотонности HiHi iaia  , WHE  ; тогда базовая 

функция задаётся как HiiaHi ),( . Весовая функция третьего 

типа измеряет связь элемента и подмножества как сумму связей 
элемента и подмножества по каждому отдельному признаку. 
Каждый признак характеризуется некоторой величиной )(Hj . 

Функция связи имеет вид  
,),(),( WHiHHi

iyj
j 



  

где iy  - множества признаков i ого элемента. При этом 

)(Hj  должна удовлетворять условию монотонности: 

),()( EH jj    YjWHE  , .  

Монотонные системы второго типа допускают такую 
внутреннюю параметризацию: 

||)1(||),(1
H

i YyHi   , 

||)1(||),(2 iH yYHi   , 

где   - параметр )10(  . 
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Здесь элементами представителями будут множества HY  и 

HY : 

Hk
k

H yY


 , 
Hk

kyYH


 . 

В работе [37] рассмотрена задача сопоставления  отдельно 
взятого объекта с множеством объектов с целью разбиения это-
го множества на две части – похожие на данный объект и непо-
хожие на него. В обработке больших массивов информа-
ционных данных часто ставиться вопрос как сортировать, опи-
сать структуру, распознать и классифицировать эти данные. Вы-
шеуказанная задача поможет специалистам по анализу 
информации решить поставленные вопросы.  

В последнее время в теории информации появилось много 
новых терминологий, часто используемых в процессе че-
ловеческой деятельности. 

Информационные поля представляют совокупность 
информационных документов и могут реализоваться в виде 
библиотек, собраний патентных описании фондов программ для 
компьютеров и т.д. Объем информационного фонда мате-
риального воплощения  информационного поля громаден. Эти  
пугающие цифры являются одним из источников страха перед 
информационным взрывом. 

За последние 60 лет в мире закуплено 22 млн. патентов. 
Годовой прирост числа документов в патентных библиотеках от 
400 тыс. до 1 млн.    

Потребители информации качественно различаются по 
типам своего взаимодействия с информационным полем, 
образуя неформальные объединения, получившие название 
„информационная среда“ (см. [38]). Информационная среда 
активна по  отношению к информационному полю. Члены этого 
неформального сообщества готовы сами вести поиск нужной им 
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информации. Для них полнота сведений в объединяющей их 
области  - условие успешной деятельности  и мерило престижа.  

Создаваемая интеллектуальной деятельностью населения 
страны информация  – зафиксированное на носителях знание – 
составляет богатство нового типа – национальные инфор-
мационные ресурсы  (см. [39]).   

Ущерб от недостаточной информированности работника, 
учёного, исследователя, руководителя, принимающего решение, 
может быть оценен как теми затратами времени и средств, ко-
торыми приходится платить за поиск недостающей инфор-
мации, так и потерями, возникающими от принятия решений в 
условиях неполной информативности.  

Человек стремится к поставленной цели, имея воз-
можность приблизиться к ней, затратив определённое усилие. 
Благодаря получаемым извне сведениям, он может лучше приб-
лизиться к цели, либо сэкономить   ресурс. Ценность полу-
чаемой извне информации измеряется либо степенью приб-
лижения к цели, либо суммой экономии на ресурсе.  

И, наконец, старение информации в технических науках 
происходит очень быстро (3-5 лет), в области математики и опи-
сательных науках значительно медленнее (8-10 лет): 

Отрасль науки Время, годы 

Математика 10, 5 

Физика 4,6 

Металлургия  3,9 

Химия 8,3 

Ботаника 10,0 

Вышеуказанные слова и словосочетания, информацион-
ные поля и их размеры, годовой прирост числа документов, пол-
нота информации, носители информации, их быстрое уве-
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личение, недостаточность информации, ценность информации, 
быстрое старение информации – все это говорит о том, что в 
современный информационный век огромное значение при-
даётся полноте, точности, быстрому изменению, а также прис-
пособлению информации к нуждам потребителя. 

По этим причинам на решение задачи сопоставления 
отдельно взятого объекта с множеством объектов, с целью 
разбиения этого множества на две части похожих на данной 
объект и не похожих на него, до настоящего времени, опирались 
на основе двух принципов: 

А) принятия решения о сходстве объекта из массива с 
анализируемым объектом, как функции только этих двух 
объектов; 

Б) принятия указанного решения в виде пороговых 
логических функций, в которых свободные параметры (пороги) 
задаются извне. 

Например, по причине того, что информационный массив 
всё время меняется, невозможно зафиксировать неизменную 
систему порогов, а потребителю часто приходится приспо-
сабливаеться к типу информации. 

Проблема – в разработке такого метода выделения 
аналогов, который был бы свободен от настройки пороговых ус-
ловий и который сам смог бы приспосабливать уровень тре-
бовании к оценке сходства для заданной пары запрос – массив 
на основе их взаимного сопоставления. 

Здесь можно использовать вариационный подход, когда в 
функционале (критерия качества) аргументом служат все воз-
можные разбиения анализируемого массива на две непе-
ресекающиеся части. Смысл такого функционала состоит в 
выделении из массива множества аналогов на данный запрос. 
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В работе [37] используется способ векторной оценки 
сходства на парах векторов – объектов. На основе этого способа 
строится алгоритм преобразования обрабатываемого массива во 
множество векторов оценок сходства его элементов (объектов) с 
данным запросом. Такое пространство обладает следующим 
свойством: каждая координата этого пространства - это оценка 
сходства любого объекта с данным объектом – запросом. Чем 
большее значение имеют координаты наблюдаемого вектора в 
этом пространстве, тем ближе он к заданному вектору – запросу 
(вектор-столбец имеет максимальные значения всех координат). 

В работе [37] большое место уделяется методам 
построения разбиения информационного массива на под-
массивы, состоящие из однородных частей, а также кластерным 
методам выделения наиболее однородной части ин-
формационного массива. 

В первом случае информационный массив заранее разбит 
на несколько однородных частей. Требуется выделить мно-
жества аналогов под данный запрос.  

Каждой части из однородных объектов можно поставить 
обобщенный объект, который мог бы служить её эталоном. 
Используя коэффициенты сходства, можно линейно упо-
рядочить эти эталоны по их сходству с запросом, и в качестве 
искомого множества взять ту часть однородных объектов, 
эталон которой в наибольшей степени похож на объект – запрос. 

Что касается кластерного метода выделения наиболее 
однородной части информационного массива, однородность 
понимается так, что все элементы соответствующего множества 
объектов похожи между собой, и значит эталонный объект 
можно принять в качестве анализа заданного запроса, и все 
множество, представителем которого является указанный эталон 
можно принять как искомое множество аналогов. В аль-
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тернативном случае в качестве аналога эталон не соответствует 
запросу и следовательно является неоднородной частью этого 
массива.  

Автор работы решил применить „монотонные системы“. 
Именно метод монотонных систем - это тот способ, который 
выделяет из информационного массива наиболее однородную 
часть, а остальная часть является несущественной для 
вышеуказанного метода монотонных систем. Выделенную 
однородную часть информационного массива можно считать 
множеством аналога. 

Заданно исходное множество NWW )(  объектов, извле-

чённых из информационного массива выборки, и скалярная 
функция  , которая каждой паре ),( Hi  соотносит число ),( Hi , 

),( HiWH  . 

Если на элементах Wi определена матрица 
ijaA   

коэффициентов попарного сходства, то в качестве ),( Hi  

можно придумать функции: 





Hj

ijaHi ),(1 , 

ijHj
aHi


max),(2 , 

ijHWj
aHi

\3 min),(


 . 

Число ),( Hi  называется весом элемента на множестве 

H ; монотонность определяется следующим образом: 

),(),( HiHi   , 

для всех WHHi  . 

Для множества всех подмножеств W  определяется ска-
лярная функция F , которая ставит соответствие каждому 
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подмножеству H , WH  , число )(HF  по следующему 

правилу: 
),(min)( HiHF

Hi
 . 

Определение. Ядрами (экстремальными подсистемами 
монотонной системы  ,W ) называются такие подмножества 

множества W , на которых достигается максимум )(HF : 

GHF
WH




)(max . 

Задача решения монотонных систем состоит в на-
хождении из определяющей последовательности под множеств 
W , такого множества, на котором достигается глобальный 
максимум )(HF : 

)(max)( HFGF
WH

 . 

Подмножество G  выбирается в качестве подмножества 
аналогов, т.е. в качестве ассоциативного образа.  

После ознакомления с этой предварительной инфор-
мацией можно рассмотреть предложенные автором [30] модели 
ассоциативного образа. 

Исходный информационный массив векторов обоз-
начается через )|(| NXX  , а его элементы (вектора) - через ix , 

Ni ,1 . Вектор запроса обозначается через  . 
Допустим, имеется априорная информация, которая делит 

исходное n-мерное пространство на m специальных под-
пространств },,{ 1 mRRR  . Это даёт возможность построить 

искомый вектор оценок ассоциативных связей исходного 
вектора с запросом в виде сложного вектора, каждый подвектор 
которого соответствует своему выделенному подпространству. 
Следствием  сказанного будет то, что в произвольном векторе 
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Xx  легко выделяются соответствующие части вектора 

},,,{ 21 mR zzzx  . 

Таким же образом можно разбить и вектор запроса на час-
ти - },,{ 1 m , соответствующие выделенным подпрост-

ранствам mRR ,,1  . 

Пусть },},{ 1 k   - это выбранный набор различных 

коэффициентов сходства между векторами. Тогда каждая пара 

),( iiz  , ni ,1  порождает k -мерный вектор оценок 

)},(),,(,{ ii
k

ii zz   .  

Следовательно, исходный n -мерный вектор x  при задан-
ном запросе   преобразуется в km -мерный вектор: 

     
     

1 1 1 1 2 2
1 1

2 2
1

, ,..., , ,..., , ,

..., , ,..., , ,..., , ,

k

m m m m
k k

y z z z

z z z

  

  

   

  
 

и мы получаем монотонную систему заданную над множеством из 
N  вектором – образом указанного отображения X  в построенное 

km  -мерное пространство Y .  

Каждая из величин ),( tt
s z  есть частная оценка 

сходства векторов x  и  , и чем она больше, тем вернее можно 
считать x  элементом ассоциативного образа  . 

Поэтому функция ),( Hi  должна быть монотонной не 

только по H , как условие монотонности, но и в направлениях 
роста любой компоненты ),( tt

s z  , как оцениваемого вектора 

iy , индекс „ i “  которого фигурирует в ),( Hi , так и любого 

другого вектора, входящего как элемент в H . Следующие типы 
функций удовлетворяют этим преобразованиям: 
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km

t

qt
jHj

t
i ybyaHi

1
1 |}{min|),( , 







km

t

qt
i

t
j byyaHi

1
2 |}max{|),( , 

где a , ,b  q - положительные константы, ty  - t -ая компонента 

вектора y . При 1q  имеем: 

)()(),(1
H

i YbyaHi   , 

)()(),(2 iH ybYaHi   , 

где обозначения имеют следующий вид: 







km

t

t
ii yy

1
)( , 




 


km

t

t
iHj

H yY
1

}{min)( , 




 


km

t

t
jHjH yY

1
}{max)( . 

По алгебраическому понятию любой паре ),( W  элемент 
множества ставит в соответствие подмножество 

)(),(:)(  GWWG  . 
Если в качестве   взять произвольный элемент Wi  , то 

получим )(iG . Выполненяем процедуру 

)(),(:)( iGWiWiG  . 

Если эту процедуру повторим для всех Wi , она выяв-
ляет внутреннюю структуру сходства между элементами W . 
Такая структура в виде семейства подмножеств },1),({ NiiG   

может быть использована для детального анализа найденного 
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для внешнего по отношению к W  элемента „  “ ассоции-
рованного образа )(G . 

Второе следствие, вытекающее из процедуры модели 
ассоциативного образа и служащее для анализа в более сложных 
схемах, имеет следующее содержание:  

Пусть 
1W  и 

2W  - два подмассива массива W . Вычислим для 

каждого элемента из W  его ассоциативные образы в 
1W  и 2W : 

)(1 iG  и )(2 iG . 

Пересечением |)()(| 21 iGiG   определим степень прояв-

ления связи 1W  и 2W  на элементе i  и на её базе строим 

различные функции связи пары подмножеств из W . Функции 
такого типа можно использовать для целей сопоставления 
ассоциативных образов пары запросов.  

В третьем случае рассмотрим коэффициент сходства 
),( z  для случая, когда он измеряет различие между 

сравнительными векторами. Тогда описанная процедура в этом 
случае выделяет в W  „антиассоциативный образ элемента  “, 
т.е. подмножество элементов, которые в наибольшей степени не 
похожа на  . Если   слабо связан с элементами из W , то 
более интереснее удалить „антианалоги элемента  “.  

В работе [32] автор в качестве исходного массива 
предъявляет булевую матрицу |||| ij , у которой N строк и 

n  столбцов. Если объект соответствует i ой записи, имеет p
-ый признак, то 1ip , если 0ip , то p -ый признак 

отсутствует у i -ого объекта. Таким же образом строится и 

запрос: ),,( 1 n  : 1p , если в запросе имеется p -ый 
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признак, 0p , если не имеется. В качестве весовой функции 
использована функция  

.max),(
11

 


n

t

t
n

t Hj

t
j ybyaHi  

В работе [40] исследуются свойства минимальных по 
вложению ядер монотонной системы. Это исследование важно 
не только само по себе, но и помогает в решении практических 
задач, в частности, рассматриваются специальные монотонные 
системы, которые позволяют сократить объём вычислений, 
необходимых для нахождении минимальных по вложению ядер.  

Напомним что },,2,1{ NW   - множество объектов 

|)|( NW  , и на парах ),( Hi , где Wi  , заданая скалярная 

функция ),( Hi , удовлетворяет условию монотонности 

)|,(),( kHiHi   , WHki  , . 

Ищем экстремальные подмножества WG  , которые 
определяются соотношением 

),(minmax),(min)( HiGiGF
HiWHGi



 . 

Процедура начинается с нахождения ядра 1G  системы 

,W  , затем сужения этой системы  FGW ,,\  , и на 

этом множестве GW ||  ищем ядро, которое обозначаем через 

2G . Этот процесс продолжается и получаем последова-

тельность ,, 21 GG  ядер. Реально поиск этой последова-

тельности часто имеет недостатки, в частности, множество 1G  

составляет подавляющую часть мощности W , а все остальные 

1iG  маломощны. Этот недостаток можно устранить по 

разному. Одним из направлений является конструирование 
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алгоритма поиска меньших по мощности ядер, а лучше - 
наименьших по вложению ядер.  

Напомним центральную теорему монотонных систем: на 
определимом множестве G  монотонной системы функция 

)(HF  достигает глобального максимума. Существует единст-

венное определимое множество. Все множества, на которых 
достигается глобальный максимум функции F , т.е. ядра 
монотонной системы, лежат внутри определимого множества. 

Для построения вышеуказанного алгоритма автору 
пришлось доказать следующие теоремы:   

Теорема 1. G  есть минимальное по вложению ядро 

монотонной системы  FW ,,  тогда и только тогда, когда 
для любого Gi  имеем 

)()( GFGF  ,  

где iG  - ядро системы  FiG ,,|  , а G  - наибольшее по 

вложению ядро системы  FW ,, . 

Ядро HG  суженной системы  FHG ,,\  , где H  - 

произвольное подмножество )( GHG  , удовлетворяет 

одному из двух взаимно исключающих условии 
)()( GFGF H   или ),()( GFGF H   где G  - наибольшее 

ядро системы .,,  FW    
Это утверждение вытекает из центральной теоремы 

монотонных систем. 
Автор предлагает и следующую важную теорему 2. Пусть 

G  и },,{ 1 iGGK   - соответственно наибольшие по вло-

жению ядро и множество всех ядер системы  FW ,, , а HG  

- ядро суженной системы  FHG ,,\   для любого GH  . 
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Тогда, если )()( GFGF H  , для любого i  имеем: 0 iGH
. 

На основании этих теорем и следствий: для всякого ядра 

G системы  FG ,,  имеем Gi 


, где G - наименьшее по 

вложению ядро системы  FW ,, , а соответствующий ему 

элемент – первый элемент в последовательности J  - i . 

 NiiiJ ,,, 21   - определяющая последовательность сис-

темы  FW ,, . Автор работы ]3[  строит искомый алго-
ритм, а после модифицирует его.  

Искомый алгоритм классификации можно определить как 
следующая последовательная процедура.  

Сначала в системе  FW ,,  отыскивается минималь-

ное по вложению ядро iG . Затем в сужении  FGW ,,|   

вновь отыскивается минимальное по вложению ядро и т.д. до 
исчерпания  множества W . 

Для этих ядер справедливо следующая утверждение: 
Пусть ||21 ,,, sGGG   минимальные по вложению ядра мо-

нотонных систем 
 FW ,, ,

FGGGWFGW s ,,|,,,,| |1|211    , 

тогда )()()( ||21 sGFGFGF  ,  где s  - некоторое множество 

индексов. 
В работе [33] приведены специальные монотонные 

функции ijHj
aHi


 max),(1  и 




Hj
ijaHi ),(2 , где монотон-

ная система имеет вид  FW ,, 1  и  FW ,, 2  соот-
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ветственно; они заданы на матрице связей |||| ijaA  , Wji , . 

Предполагается, что для всех Wji ,  справедливо 0ija , 

ji   и .0iia  

Для монотонной системы  FW ,,  справедлива тео-

рема 4. Пусть },1,{ ksG s   есть множество всех минимальных 

по вложению ядер, тогда если G  есть наибольшее по вложению 
ядро монотонной системы  FW ,, 1 , то sss

GG

 , где 

),,2,1( ks  , а вторая монотонная система удовлетворяет 

условиям теоремы 5. В монотонной системе  FW ,, 2  

существует единственное минимальное по вложению ядро.  
Можно провести параллель между центральными 

теоремами монотонных систем (теорема 1 приведена на стр. 22; 
а теорема 2 гласит: система всех тех множеств X  на которых 
функция F  достигает глобального максимума, замкнута по 
отношению бинарной операции объединения множеств) и 
вышеуказанными теоремами монотонных систем, где 
фигурируют минимальные по вложению ядра.  

И, наконец, работа [40] важна не только тем, что 
сокращает вычислительный процесс, но и тем что глубоко 
описывает всю структуру ядер монотонных систем. 

Как и работа [36], работа [41] касается совершенствования 
организационной структуры, но если в [36] исследование и 
анализ проводились лингвистическим подходом и монотонными 
функциями, то в [41] главным орудием являются монотонные 
системы. 

Автор разбивает всю управленческую деятельность 
членов организации на большое число отдельных фрагментов 
(функций), которые как-то распределены между ними. Эти 
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фрагменты связаны через общие ресурсы, общие объекты 
управления, общих исполнителей и т.д. Кроме того, в процессе 
выполнения той или иной функции управления должностное 
лицо имеет право независимости выбора управленческих 
поведений, их порядка, содержания, особенностей реализации, 
интенсивности. Чтобы организационная система правильно 
функционировала, необходимо постоянное согласование от-
дельных решений и действий должностных лиц, выполняющих 
разные фрагменты управленческой деятельности, т.е. их 
координация. Таким образом функциональную роль управ-
ленческих функций, указанных в должностных инструкциях, 
можно рассматривать как управленческую деятельность коорди-
национного и исполнительского характера.  

Пусть исходные данные о распределении функции 
управления заданы в булевой матрице || ||Mij N 

 
(см. [42]): 

1, ,
,

0, .
ij

если i ое лицо участвует
участвует в выполнении j ой функций управления

в противном случае



 



 

N  - число должностных лиц, M  - число управленческих 
функций, Y  - все множество функций управления. Обозначим 
через iy  его подмножество )( Yyi  , выделенное i -ой строкой 

i  матрицы  , а через },,{ 1 NyyW   - семейство всех 

таких подмножеств обозначим Yy
N

i
i 




1

. 

Выделим во множестве должностных лиц некоторое 
подмножество H . Этому подмножеству в W соответствует 
некоторое подсемейство, которое обозначим буквой H . 
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Сопоставим   H  два специальных подмножества функции 

управления HY  и HY : 


Hk

k
H yY


 , 

Hk
kyYH



  

Используя эти функции, сопоставим каждому i -ому 
должностному лицу  Hy i   две скалярные величины ),(1 Hi  

и ),(2 Hi , которые можно осмыслить как место или вес этого 

должностного лица в подмножестве H  должностных лиц: 

|)(\||\|),(1 
Hk

ki
H

i yyYyHi


 , 

|\)(\||\|),(2 i
Hk

kiiH yyyyyHi 


 . 

Работа должностного лица – выполнение управленческих 
функций: взаимодействие двух и более лиц означает их 
совместное участие в реализации одной или нескольких 
функции управления. Мерой интенсивности взаимодействия 
группы лиц H  может служить число общих функций 

управления - || Hy  мощность множества Hy . Чем больше 

общих функций y  всех членов группы, тем более сложной 

является координация их совместной деятельности.  
Другое множество HY  - функциональное разнообразие 

группы H , а мощность || HY  - число функций, каждой из 

которых занимается хотя бы один член группы H . Функция 
),(1 Hi  называется мерой специфичности деятельности i -

ого должностного лица в группе H . Чем она больше, тем 
больше i -ое должностное лицо дополняет общую для всех лиц 

группы H  сферу деятельности HY . Содержательный смысл 
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),(2 Hi , называемый уровнем некомпентенции i -ого 

должного лица в группе H  - чем больше ),(2 Hi  тем в 

меньшей степени оно заменяет функциональное разнообразие 

HY  всей группы H , или тем в большей степени другие члены 

группы H  дополняют его деятельность (см. [43]). 
Если 1b  и 2b  - должностные лица, удовлетворяющие 

условиям 
),(min),( 111 HiHb

Hi



 ,  ),(min),( 222 HiHb

Hi



 , 

тогда 1b  и 2b  можно назвать координационным и 

исполнительным центрами множества H . 
Рассмотрим скалярные функции: 

),(min)( 11 HiHF
Hi



 ,  ),(min)( 22 HiHF

Hi



 . 

Цель задачи выделить группы управленцев – коорди-
наторов 1G  и управленцев исполнителей 2G , удовлетво-

ряющие условиям 
)(max)( 111 HFGF

WH
 ,  )(max)( 222 HFGF

WH
 . 

Определяя группу управленцев – координаторов, автор 
интересуется чисто организационным вопросом: часто по со-
держательным целям эксперты по менеджменту стараются кор-
ректировать организационную структуру, выделяя некоторым 
должностным лицам дополнительные управленческие функции, 
или наоборот, уменьшая функции управления лицам, которые 
не справляются или имеют профессиональные недостатки при 
выполнении тех управленческих функций, которые им пред-
назначены. 
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Автор интерпретирует эту задачу в математической пос-
тановке: если 1G  - искомая группа управленцев – коорди-

наторов, а   - номер должностного лица )1( N  , которое 

в результате формального решения задачи не попало в группу 

1G  координаторов, но которое из содержательных соображений 

целесообразно включить в эту группу, при сохранении всех 
остальных должностных лиц относительно группы 1G . 

Теорема 1. Если  
0|| 

nYe , 

то любое преобразование  -ой строки e  матрицы  , 

заключающееся в замене ровно n  нулей единицами в пределах 

множества t
eY , порождает матрицу  , для которой решением 

задачи (5) является множество  11 GG , (где 
1| ( )Gt

e eY Y Y y  , 
1 1

1
1 1 1 1[min ( , )] ( , ) | | | |]G G

i G
n i G G Y Y 


     

  . 

n   называют характеристическим числом преобразования).  

n  определяет минимальное число функций, на которое 

необходимо расширить сферу компетенции  -ого должност-
ного лица для того, чтобы добиться изменения его положения 
относительно группы координаторов. 

Теорема 2. Если характеристическое число n   
удовлетворяет условию: 

0|| 
nYe ,  
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1),(max),( '
1}1,1{11    kkmk

HiGn  , 

1),(max),( '

},1{11    kkiNk
HiGn


 . 

где   - номер элемента   последовательности 1I , 1\ GY y Y   , 

то любое преобразование  -ой строки e  матрицы  , заклю-

чающееся в замене ровно n  единиц нулями в пределах мно-

жества Y 
 , порождает матрицу ,  для которой решением 

задачи (5) является множество 
1
1 1 \G G  .  

Назовем преобразования подобного вида сужением 
группы управленцев –координаторов, а эти преобразования 
локальным совершенствованием распределения функций между 
должностными лицами. 

Точно такие же теорема 1 и теорема 2 существуют для 
множества 2G  групп управленцев-исполнителей. Соответст-

венно теорема 1 – это теорема о расширении группы 1G , а тео-

рема 2 – о сужении группы управленцев-исполнителей 2G . 

В этом параграфе мы попытаемся ещё раз вспомнить о та-
ких понятиях, как организация, структура, система и, особенно 
интересны для нас связи, которые часто будут повторяться в на-
шем исследовании. Рассматривая эти понятия с точки зрения 
менеджера, разбирающегося в экономике, нам будет легче ос-
мысливать математические методы структуризации социально-
экономической, а также технической информации. 

Чётко отлаженная и устойчиво действующая организация 
выступает как важный, отмеченный внутренними зако-
номерностями орган развития эффективности расширяющего 
воспроизводства. Организация призвана воздействовать на 
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результативность усилии по совершенствованию управления на 
всех уровнях экономической системы, способствовать решению 
практических задач управления корпорациями. 

Понятие „организация“ говорит многоплановости и 
разнообразии способов ее интерпретации. Поэтому придавать 
большое значение ее определению нет необходимости. 
Напротив, возникает необходимость анализа ее различных 
сторон и аспектов, обусловленных особенностями решаемых 
организационных задач.  Организацию можно рассматривать 
как философскую категорию. „Организация есть явление, 
фактор, соответственно понятие и категория, противоположные 
дезорганизации, неупорядоченности, неопределённости, мерой 
которых является энтропия. Тем самым меру организации 
можно именовать феноменом организации таких элементов, как 
нормы, средства социального регулирования, детерминирующее 
значение организационных управленческих связей – основы 
целостности организации“. 

Энтропия (от греческого – поворот, превращение) – мера 
неопределённости какого-либо опыта (испытания), который, в 
зависимости от случая, может заканчиваться различными 
исходами. При этом предполагают, что имеются определенные 
вероятности появления того или иного исхода. Пусть 

nxxx ,,, 21   - различные исходы опыта, nppp ,,, 21   - 

соответствующие вероятности, ,0ip  1
1




n

i
ip . Тогда 

формально энтропия определяется выражением 

)/1(log),,,(
1

221 i
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i
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(считая, что 00log0  ). Свойства энтропии следующие: 1) 

энтропия 0H , когда один из ip  равен единице, а остальные 

равны 0, т.е. когда исход опыта достоверен; 2) H  достигает 
максимального решения при данном n , когда все исходы 
равновероятны; 3) энтропия объединения двух независимых 
опытов равна сумме их энтропий H .  

Рассмотрим произвольную организацию. На языке 
управления часто слово организация приравнивается к слову 
объект. Из вышеуказанного можно сделать заключение, что чем 
ниже энтропия в объекте или подразделении, подчасти объекта, 
тем больше упорядоченности будет в них, тем больше будет 
достоверности исхода в нашем анализе, планировании и 
прогнозе.  

В результате, легче будет решить практические и 
теоретические задачи управления, а всё это причины развития и 
расширения объекта, или предмета исследования, подобъекта.  

В дальнейшем мы коснемся теории графов. Начало теории 
графов относят к 1736 г., когда Л.Эйлер не только решил  
популярную в то время задачу о кенигсбергских мостах, но и 
нашёл критерии существования в графе специального маршрута 
(эилерова цикла). 

За последние годы теория графов превратилась  в один из 
наиболее бурно развивающихся разделов математики. Это 
вызвано запросами стремительно расширяющейся области 
приложения. В значительной степени через теорию графов 
происходит ныне проникновение математических методов 
структуризации в науку и технику.  

Термин „граф“ впервые появился в книге выдающегося 
венгерского математика Д. Кенига в 1936 г., хотя, как было 
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сказано выше, начальные задачи теории графов восходят ещё к 
Эилеру (см. [44]). 

Пусть V -непустое множество, )2(V  - множество всех его 
двухэлементных подмножеств. Пара ),( EV , где E  - произ-

вольное подмножество множества )2(V , называется графом 
(неориентированным графом). 

Элементы множества V  называются вершинами графа, а 
элементы множества E  - ребрами. Итак, граф – это конечное 

множество V  вершин и множество E  ребер, )2(VE  . 

Множества вершин и ребер графа G  обозначается символами 
VG  и EG  соответственно. 

Число ||VG  вершин графа называется его порядком и 

обозначается через ||G . Если ,|| nG   mEG || , то G  
называется ),( mn  графом. 

Говорят, что две вершины u  и   графа смежны, если 

множество },{ u  является ребром, и несмежные в противном 

случае. Если },{ ue   - ребро, то вершины u  и называют 

его концами. В этом случае говорят, что ребро e  соединяет 
вершины u  и  , и обозначается через u . 

Два ребра называются смежными, если они имеют общий 
конец. 

Вершина   и ребро e  называются инцидентными, если 

  является концом ребра e  )( ue  , и неинцидентными в 

противном случае. 
В прикладной математике, в кибернетике, в управлении, 

при использовании теории графов часто используются аналогии. 
Например, вершины интерпретируются как объекты, а ребра – 
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как связи. О содержательном смысле, философском обобщении 
объектов (организации) мы уже рассказывали, очередь – за 
связями. 

Понятие „связь“ имеет различные терминологические 
значения (см. [45]). Этимологически под словом связь 
понимается то что связывается, соединяет что-нибудь с чем-
нибудь, отношение, создающее что-нибудь общее между 
объектами, взаимную зависимость, обусловленность. Понятие 
„связь“ трактуется и как отношение взаимной зависимости, 
обусловленности, общности между предметами. Интересно 
такое правильное соотношение понятий „связь“ и „отношение“.  

Диалектическая логика рассматривает понятие отношение 
как более общее, чем понятие связь. Поэтому отмечается, что 
познание связей начинается с фиксирования простых внешних 
отношений между объектами действительности – с их 
существования в пространстве, а также существования во 
времени. Имея объективный характер, отношения охватывают 
явления, вещи, свойства, отражая материальность мира.  

Связь рассматривается в более узком смысле, отношение - 
это „как материально-вещественный реализатор связи“.  

Связь предстаёт „не сама по себе, а как связь между отно-
сительно самостоятельными, обособленными друг от друга 
объектами“. 

Многообразие объектов, свойств, складывающихся 
отношении выявляет связи, характерные для взаимодействия 
объектов. Такое взаимодействие приводит к изменениям в самих 
объектах: оно выдвигает научную и практическую задачи: 
выявить стороны взаимодействия и, что более сложно, 
установить какая из них является ведущей, что позволяет полнее 
увидеть причинно-следственные связи. 
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Исследование связей позволяет видеть соединительные 
моменты, обеспечивающие устойчивое функционирование 
организации (компании); связи важны тем, что через виды 
связей можно проследить, как изменение на одном уровне 
(компании) влияет на состояние другого уровня (отрасли) (см. 
[46]); или того же уровня анализ связей на уровне компании 
показывает их зависимость от параметров организационных 
структур. Более того, характер и теснота связей ставят перед 
организационными структурами ограничения или, наоборот, 
требования расширения.  

Отлаженная система связей положительно влияет на 
функционирование компании. Систематические наблюдения за 
состоянием связей позволяют своевременно получать полную 
информацию, видеть уровень организационных структур. Иначе 
говоря, важен поиск соответствия системы связей органи-
зационным структурам, и наоборот.  

В экономических науках широко пользуются различными 
классификациями и делением связей.  

По силе воздействия на экономические процессы 
выделяются два вида связей:  

- жесткие, когда одно экономическое явление строго 
связано с другим явлением; 

- корреляционные, когда связь между двумя 
экономическими явлениями устанавливается статистически. 

По конечному результату, который получен благодаря 
совершенствованию связей или орг. структур, выделяются:  

- связь порождения: когда одно экономическое явление 
выступает как непосредственная причина другого, например: 
обеспечение регулярной целенаправленной информации 
улучшает функционирование хозяйственного механизма; 



 

86 
 

-связь преобразования: когда совершенствование одного 
экономического явления приводит к необходимости преоб-
разования другого, например, совершенствование эконо-
мических, хозяйственных, производственных, информационных 
связей приводит к преобразованию орг. структур. 

По типу экономических процессов, которые определяет 
данная связь, выделяются:  

- связь функционирования; 
- связь развития; 
- связь управления. 
По экономическому содержанию, которое является 

предметом связи, выделяются: 
- связь, обеспечивающая движение (перемещение 

перенос) товаров, продуктов, результатов труда, вещественных 
факторов; 

- связь, обеспечивающая движение энергии (электросети, 
теплосети); 

- связь, обеспечивающая движение, передачу информации. 
Остался принцип всеобщей связи элементов 

экономической системы и экономических явлений, который 
является одним из ведущих в методологии экономического 
исследования.  
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ГЛАВА 3. ОБ ИЗУЧЕНИИ СТРУКТУРЫ 
ОРГАНИЗАЦИОННОЙ CИСТЕМЫ С ПОМОЩЬЮ 

МЕТОДА ВЫЧИСЛЕНИЯ ОЦЕНОК 
3.1. Постановка проблемы 

В настоящее время одним из общепринятых подходов к 
изучению оргсистем является подход, основанный на исполь-
зовании тех или иных процедур кластеризации. Вместе с тем, 
имеется силный разрыв между огромными массивами эмпи-
рической информации о конкретных оргсистемах и воз-
можностями обработки этих массивов указанными процедурами 
кластеризации. 

Одна из коренных причин этого разрыва состоит в том, 
что имеющаяся эмпирическая информация является разнород-
ной, включающей наряду с числовыми, номинальными и ран-
говыми признаками, также признаки более сложной структуры. 
В то же время, наиболее апробированные процедуры кластерно-
го анализа – это процедуры обработки информации чисто число-
вого характера. В редком числе известны процедуры клас-
теризации, ориентированные на номинальные или ранговые дан-
ные. Причем из этих последних процедур одни работают только 
с номинальными данными, а другие – только с ранговыми. 

В связи со сказанным представляет большую актуальность 
изучение методов кластеризации общего типа, не зависящих от 
типа используемых признаков и могущих обрабатывать 
разнотипные данные, характерные для описания оргсистем. 
Среди таких методов наиболее приспособленными, по нашему 
мнению, являются методы вычисления оценок. Не уступая 
методам, ориентированным на анализ данных одного типа в вы-
числительном отношении, методы вычисления оценок пре-
восходят последние по легкости интерпретации результатов, 
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возможностям учесть разную априорную информацию, резерву 
адаптивности к новым требованиям и задачам. 

Цель данной работы состоит в том, чтобы описать эти ме-
тоды (их основную схему) с целью обосновать целесообразность 
их применения для анализа оргсистем. 

 
3.2. Анализ и изыскание резервов метода вычисления 

оценок с целью построения кластер-анализа и 
приспособления указанного метода эмпирическим данным 

об организационных структурах 
Метод вычисления оценок – один из наиболее изученных 

методов решения задачи распознавания образов и таксономии. 
Число исследований, посвященных его развитию, составляет 
много сотен. Однако выразительные возможности состав-
ляющих его элементов далеко не исчерпаны. Их наглядность и 
согласованность с интуитивными представлениями приклад-
ников различных профилей делает этот метод уникальным 
полигоном для изобретателей новых задач анализа структуры 
эмпирических данных и новых алгоритмов решения этих задач. 

Работа преследует цель придания черт адаптивности ал-
горитмам, реализующим этот метод, и, тем самым, расширения 
сферы применения метода на области с малой априорной 
информацией о структуре изучаемых классификаций и ин-
формационной базы, на которую опираются процедуры опре-
деления принадлежности объектов к классам этих класси-
фикаций. 

После монографии Ю.И.Журавлева (см. [47]), сум-
мировавшего основные алгоритмические достижения метода, 
конструктивное развитие этого метода замедлилось. До не-
давнего времени казалось, что его развитие исчерпало свои 
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возможности. Предлагаемый в книге подход показывает, что это 
представление не соответствует действительности. 

В последние годы ведется большая работа по упоря-
дочению разных методов и алгоритмов классификации. В связи 
с этой работой неоднократно высказывалась точка зрения, что 
поскольку число предложенных методов и алгоритмов клас-
сификации так велико, прикладники могут только запутаться. 

Не умаляя важности упорядочивающих исследований, мы 
не разделяем опасений, ожидаемых от чрезмерного богатства 
методов и алгоритмов классификации. Мы считаем, что этих 
методов и алгоритмов мало; мало для того, чтобы охватить хотя 
бы основные из бытующих в практике содержательных пред-
ставлений о сходстве и различии, о классах и классификациях. 
Поэтому работа по «изобретению» новых методов и алгоритмов 
остается актуальной. Этот поисх отдельной характеризации 
одного из важнейших творческих актов изучения действи-
тельности человеком. В этом смысле работа по созданию новых 
методов и алгоритмов классификации – важное направление в 
области искусственного интеллекта. 

Алгоритмы распознавания, основанные на методе вы-
числения оценок (см. [48]), реализуются обычно как опти-
мизационные процедуры. В последние годы, в связи с 
интенсивной разработкой теоретического (алгебраического) 
подхода к синтезу алгоритмов, основные усилия были 
направлены на создание наиболее общих процедур такого рода. 
Между тем, специфика «наивной» формы представления метода 
вычисления оценок позволяет конструировать совершенно 
новые алгоритмы, которые хотя формально можно 
рассматривать как частные реализации общих процедур, 
отличаются большой содержательной наглядностью, имеющей в 
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приложениях не меньшее значение, чем количественные кри-
терии эффективности. 

Этой специфике метода вычисления оценок до сих пор 
уделялось недостаточное внимание. В самом деле, самые харак-
терные элементы метода вычисления оценок (и, одновременно, 
наиболее содержательные с интуитивной точки зрения эле-
менты) – это функция r, определяющая бинарное отношение 
безразличия между объектами на подмножестве признаков , 
это так называемая система () опорных подмножеств 
признаков, и, наконец, это функция  Г(K,S)– число голосов, 
которое отдает класс К за объект S (степень принадлежности S к 
К) и во всех предлоденных до сих пор алгоритмах эти наиболее 
характерные элементы по существу не оптимизировались. 
Именно при оптимизации системы  варьировалась лишь 
мощность ее элементов, выбираемая одинаковой для всех 
элементов, а при оптимизации функции Г(K,S) варьировался 
лишь вектор весов голосующих объектов из К. 

Такое положение не случайно, т.к. до недавнего времени 
оптимизация r,   и Г даже не выделялась как самостоятельная 
задача, не осознавалась как таковая. К тому же, отсутствовала 
формальная постановка этих задач. Естественно поэтому, что 
попытки их решения были очень несовершенны. 

В данной работе подробно разбирается только одна из 
указанных задач - задача подбора оптимальной в определенном 
смысле системы , - и предлагается ряд алгоритмов ее реше-
ния1. В рамках наивного описания метода вычисления оценок 

                                                             
1 Это не совсем точно. В работе рассматриваются некоторые способы 
варьирования функциями r и Г. На основе этого рассмотрения 
предложены даже некоторые алгоритмические конструкции 
целенаправленного изменения этих функций. 



 

91 
 

выбор конкретной системы  означает выбор конкретного 
варианта алгоритма, реализующего этот метод. Варьируя этой 
системой, можно добиться требуемого изменения алгоритма 
классификации. Поэтому описываемая далее версия метода 
вычисления оценок, основанная на активном подборе системы 
, была названа адаптивной. В отличие от своего прообраза 
(обычной версии метода вычисления оценок), в котором 
оптимизация системы  велась или неявно (варьированием 
алфавита признаков) или явно, но в очень ограниченных 
пределах (изменением мощности элементов), адаптивный метод 
расходует основные вычислительные затраты на прямой 
активный анализ широко допустимого семейства систем . 

Указание возможности конструктивного задания разных 
вариантов достаточно широких семейств систем  как областей 
поиска, удобных для организации оптимизационных процедур, - 
главная особенность предлагаемой версии метода вычисления 
оценок. Рассматриваются два типа такого задания – 
параметрический и непараметрический. В первом случае точки 
допустимого семейства отображаются в точки специального 
пространства параметров, и процедура оптимизации реализуется 
в сконструированном пространстве параметров; во втором 
случае преобразованию подвергается непосредственно система 
 (одни ее элементы заменяются на другие). 

При обычном подходе к построению алгоритма вычис-
ления оценок стремились к такому выбору системы , при ко-
тором вычисление значений функции Г можно было проводить 
в свернутой форме, не суммируя явно «голоса», полученные на 
                                                                                                                                 
Однако все это выполнено «по ходу дела», без целенаправленного и 
детального исследования возможностей этих вариаций для придания 
алгоритмам вычисления оценок свойства адаптивности.  
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элементах этой системы. Отсюда и возникали ограничения на 
параметризацию допустимых систем , не позволяющие 
хорошо анализировать структуру исходного пространства 
признаков. По этой же причине непараметрические вариации 
системы  вовсе не рассматривались. 

В предлагаемой версии метода, наоборот, проблема уп-
рощения вычислений значений функции Г сознательно остав-
ляется без внимания. Предполагается, что на любой допустимой 
системе эти значения можно определять непосредственно. Это 
приводит, конечно, к сильному ограничению на мощность // 
рассматриваемых систем. Зато достигается большая свобода в 
организации процедуры варьирования такими системами. Более 
того, сильное ограничение на мощность // систем выступает не 
как стеснительное условие, а как удобный фильтр, поз-
воляющий в ходе решения задачи выявить ценность исходной 
информации. Кроме того, системы с малой мощностью ока-
зываются простыми в интерпретации получаемых результатов. 
Учитывая, что в последнее время задачи обучения рас-
познаванию и таксономии решаются большей частью не столько 
ради нахождения решающих правил классификации, сколько 
ради оценки возможностей тех или иных групп признаков к 
дифференциации классов, следует рассматривать простоту 
интерпретируемости результатов как важную характеристику 
формируемых алгоритмов. 

Эта характеристика особенно важна в задачах таксономии, 
где оценка качества (критерий) очень грубо отражает цели 
исследователя.  В данной работе задаче таксономии уделено 
значительное место, что предопределило особое внимание к 
тому, чтобы допустимые системы  строились с учетом 
требования легкой интерпретируемости. 
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Неоднократно отмечалось, что варьирование системой  
(при фиксированных функциях r  и Г) в методе вычисления 

оценок эквивалентно варьированию метрикой в метрических 
методах классификации. С этой точки зрения предлагаемый 
адаптивный подход имеет в качетве предшественника метод 
раздвигающей метрики, предложенный Себастьяновым и 
развитый В.П. Якубовичем и Ю.И. Неймарком. Наиболее близка 
к нему схема построения таксономии с согласованной метрикой. 

Одна из неявных целей работы состоит в том, чтобы воз-
родить интерес к «изобретению» новых алгоритмов вычисления 
оценок, опирающихся на наглядные элементы наивной формы 
представления метода. Это позволит, мы надеемся, объединить 
в общих процедурах интуитивную ясность и малое число 
степеней свободы эвристических алгоритмов и универсальность 
и обоснованность теоретических конструкций. 

Как и многие другие методы агрегирования, данный метод 
вычисления оценок опирается на введение функции близости 
между объектами. Однако, в отличие от общепринятого под-
хода, когда такая функция или заимствуется из теории метри-
ческих пространств или конструируется для специального слу-
чая, в методе вычисления оценок это введение организовано как 
некоторая общая схема анализа структуры пространства исход-
ных признаков. Необходимость конкретизации элементов этой 
схемы при введении функции близости требует от исследо-
вателя активной оценки всей априорной информации отно-
сительно структуры исходного пространства, которой он рас-
полагает. Особенность конструкции этих элементов допускает 
учет свойств априорной информации самого различного типа. 
Таким образом, метод вычисления оценок-это метод, спе-
циально ориентированный на синтез эмпирической информации 
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о конкретных объектах и общей информации о классах таких 
объектов. 

Центральным элементом схемы введения функции бли-
зости в методе вычисления оценок является функция сходства 
частей объектов. Из множества Р исходных признаков выделим 
некоторое подмножество  P   . Совокупность значений 

координат объекта S, соответствующих подмножеству  , на-

зывается   – частью этого объекта. На множестве M   – 

частей всех рассматриваемых объектов определяется бинарное 
отношение  ,R S S   неразличимости, удовлетворяющее усло-

виям рефлексивности и симметричности. Искомая функция 

 ,r S S   сходства между   – частями объектов S  и S   

задается в виде 

   
1, ;

, , ;
0, .

если между частями S и S
r S S имеет место отношение R S S

в противном случае
 

 
  



   (3.1) 

Таким образом, функция сходства – это характерикти-
ческая функция отношения неразличимости, определенная на 
квадрате 2M   множества M . 

Пусть теперь тем или иным способом в Р выделено не-
которое семейство  подмножеств признаков и на каждом эле-
менте  этого семейства   определено (вобще говоря, свое) 

отношение R (S,S). Каждая пара объектов S и S разбивает это 

семейство на два непересекающихся подсемейства 0 (S,S) и 
(S,S): 

а)  0 (S,S), если  , 0r S S   , 
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б)  (S,S), если  , 1r S S   . 

Очевидно, что =  0   . В методе вычисления оценок 
в качестве функции f(S,S) близости между двумя объектами 
предлагается выбирать мощность / (S,S)/ множества  (S,S). 
Она, очевидно, равна числу характеристических функций 
соответствующих отношений R (S,S) неразличимости, 
которые включают пару (S,S) . Это число можно записать в 
виде суммы 

   , ,f S S r S S


   .              (3.2) 

Семейство , с помощью которого вычисляется функция 
(3.2), называется системой опорных подмножеств. 

С помощью функции (3.2) функция Г(К,S), оценивающая 
степень принадлежности объекта S к произвольному конечному 
множеству К объектом того же пространства (классу К), 
определяется просто как сумма: 

   
'

, ,
S K

K S f S S


    .              (3.3) 

Часто вместо (3) используется нормированная величина 

   1, , ,nГ K S Г K S
K

                           (3.4) 

где модуль /К/ как обычно обозначает мощность множества К.  
Функцию (3.3) (или (3.4)) называют мерой близости 

между объектом S и множеством К; в работах по методу вы-
числения оценок она иногда называется функцией голосования 
(говорят, что она определяет число голосов, которые отдают 
объекты S из класса К за объект S). 

Следует подчеркнуть, что бинарное отношение  ,R S S  , 

которое задается вместе с каждым элементом  (и которое как 
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раз определяет значения функции  ,r S S  ), может быть кон-

кретизировано очень большим числом способов. Более того, мы 
можем отказаться от условий рефлексивности и симметрич-
ности и выбирать R  из всего множества всех бинарных от-

ношений. Лишь бы выбранное отношение адекватным образом 
моделировало требуемый смысл противопоставления пред-
ставлений «сходство-различие» сравниваемых объектов на 
подпространстве   (можно рассматривать и более широкую 
область выбора для R – например, класс всех бинарных 
отношений с весами). 

Естественно, чтобы выбор R (задание области выбора) 
не может не быть зависим от природы признаков, входящих в 
рассматриваемое опорное подмножество  , но зависимость 
тоже может быть разной. 

Большие возможности вырьирования имеются и при 
выборе системы . возможны вариации и в здании функции f и 
Г. Эту последнюю возможность проиллюстрируем простыми 
примерами: 

   , , ,f S S r S S 





                                        (3.5) 

   '
'

, , ,S
S K

Г K S f S S


                                         (3.6) 

где введены вектора «весов» 1,......,    и  1,........, K   
 
для 

характеризации разной «важности» между элементами из  и 
объектами из К соответственно. 

Возможности и варьирования элементов метода вычис-
ления оценок, на которые было указано, с одной стороны, де-
лают этот метод очень гибким, но, с другой стороны,эти воз-
можности слишком разнообразны, чтобы исследователь «на 
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глазок» до обработки правильно фиксировал эти элементы. 
Именно поэтому уже в первых работах по созданию метода 
алгоритмы конструировались как оптимизационные процедуры, 
которые автоматически подбирали требуемые элементы в 
заданной области варьирования. Однако задание таких областей 
было несовершенно, и, как уже отмечалось, настоящее иссле-
дование стремится преодолеть, прежде всего, именно это не-
совершенство. 

Рассмотрим случай, когда все признаки являются двоич-
ными. В этом случае часто используются два простых варианта 
выбора системы  опорных подмножеств: 

а) множество n всех одиночных признаков n=P: 

),nPn    

б) множество  всех возможных подмножеств множества 
Р. В обоих вариантах полагается, что 

  1, ;
,

0, .
если между S совпадает с S на

r S S
в противном случае

  


    (3.7) 

Тогда для первого варианта получаем 

   1 , ' , ' ,f S S n S S             (3.8) 

а для второго  

  ( , ')
2 , ' 2 1,n S Sf S S               (3.9) 

где через )',( SS  обозначено расстояние Хемминга между 
векторами с двоичными координатами (число несовпадающих 

разрядов у сравниваемых векторов). Функция 1f  – линейная 
функция, а 2f  – существенно нелинейная функция расстояния 
 . Построение функции Г(К,S) на базе 1f  означает 
равноправное сравнение больших и малых расстояний. В 
частности, пропорциональное увеличение расстояний между 
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всеми объектами из М (т.е. пропорциональное растяжение 
структуры объектов в заданном пространстве Р) не влияет на 
отношение разных значений этой функции. Оно сказывается 
только на ее абсолютных значениях. Напротив, использование 
функции 2f  означает, что делается акцент на учет расстояний, 
которые не превышают некоторого заранее выбранного 
эффективного уровня. 

Между функциями 1f  и 2f  имеется целый ряд промежу-

точных по сложности функций. В качестве системы  опорных 
подмножеств выбираются все подмножества мощности не 
больше некоторого заданного числа К(К<n): 

,
1

i

K

i
np 


                       (3.10) 

где через i обозначено семейство всех подмножеств признаков 
мощности i, (то есть, если i, то //=i), а функция r(S,S) 
сходства для каждого np определяется в соответствии с (7). 
Построенная на базе такого семейства функция близости 

)',( SSf np  имеет вид 

  ( , ')
1`

, ' ,
K

i
np n S S

i
f S S C 






                (3.11) 

где через )',( SSn
iC   обозначено число сочетаний из 

)',( SSn  по i, а число K~  определяется из условия  

, ,
, .

K если K n p
K

n p если K n p
 

    
    (3.12) 
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Как это видно из (11), при K=1 имеем 1ff np  , а при 

K=n функция 2ff np  . При малых К функция npf  ведет себя 

пропорционально Kn )(  , то есть аналогично полиному К-й 

степени от , значения которого убывают по мере приближения 

 к n со скоростью порядка K . 

Вычисление функций npf  не требует явного перебора 

выбранной системы  опорных множеств и поэтому не является 
сложным. Более того, всегда имеется возможность перейти от 
формул (3.11), требующих подсчета факториалов, к другим 
более простым формулам, которые, приближенно сохраняя 
смысл соотношений (3.11), не требуют подсчета факториалов. 
Например, возможно использовать просто полиномы от  
заданной степени. Вместе с тем, явный учет происхождения npf  

как функции, составленной на базе выбранной системы  
опорных подмножеств имеет свои преимущества. В частности, 
может представить интерес исключение из данного семейства 
i подмножеств признаков мощности i некоторой его 
небольшой части i, мощность которой так мала, что 
вычислительно нетрудно просмотреть эту часть явно. Например, 
легко предположить, что в случае К=2 желательно сравнивать 
объекты по такой функции близости, которая строится на базе 
всех подмножеств мощности «единица», но не всех под-
множеств мощности «два». Те подмножества мощности «два», 
которые требуется исключить, могут быть указаны выделением 
тех 2-3 признаков, сочетание которых с другими признаками, по 
мнению специалистов, не является информативным. 

В разобранных случаях предполагалось, что функция 
сходства )',( SSr для всех  вычисляется одинаково по 



 

100 
 

формуле (3.7), то есть на основе сравнения  частей пары 
объектов на совпадение. Очевидные обобщения этой формулы 
связаны со смягчением условия неразличимости  – частей 
сравниваемых объектов: 

   1, , ,
,

0, .
если S S

r S S
в противном случае

 


     


   (3.13) 

где   – расстояние по Хеммингу  – частей объектов S и 'S , а 

 – пороговая константа неразличимости объектов для данного 

множества  признаков. Она выбирается заранее и является 

свободным параметром алгоритма ( 0 ). 

Рассмотрим вариант использования формулы (3.13), в 
котором пороговая константа одинакова во всех подмножествах 
выбранного семейства  и равна  . В этом случае, если 

выбрать  в виде 
K

ш
i

1

 , то получим следующее 

соотношение для определения 

( , ')
( , ')

1
,

K
n S S i

np n S S n
i

f C C
  

  



 


      
(3.14) 

где использованы те же обозначения, как и в (11), опреде-

ляющей )',( SSfnp . 

В монографии Ю. И. Журавлева по методу вычисления 
оценок подчеркивается, что имеется два принципиально разных 
способа введения системы  опорных множеств. 

Первый способ состоит в том, что фиксируется заранее, 
независимо от анализируемых эмпирических данных, опре-
деленное свойство А выделяемых множеств. Если подмно-
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жество  обладает этим свойством, то это подмножество вклю-
чается  в выделяемую систему. Чтобы подчеркнуть, что системы 
выделяются с помощью заданного заранее постоянного 
независящего от обрабатываемых данных свойства А, оно 
обозначается через А. Для того чтобы задать свойство такого 
типа, обычно достаточно знать только число признаков в 

таблице nmeT  обрабатываемых объектов, (n-число классов, на 

которые делятся объекты, причем для каждого объекта из nmeT  

известно, какому из этих классов он принадлежит). 
Второй способ основан на использовании такого свойства, 

наличие которого у данного подмножества  существенно за-

висит от конкретного наполнения таблицы nmeT  и рассмат-

риваемой классификации K строк этой таблицы (описываемых 
ею объектов). Поэтому второй способ позволяет строить такие 
системы  опорных множеств, которые специально приспо-
соблены для различения объектов на разные классы именно 
данной классификации и именно данной таблицы nmeT . В 

качестве примеров реализации этого способа можно отметить 
выделение систем так называемых тестов и тупиковых тестов. 

Подмножество  признаков относится к семейству 

 ,nmeT K  тестов классификации K заданному на таблице 

nmeT , если для любых двух различных классов qK  и )( pqKp   

из  ,q pK K K  выполняется условие  

0)',( SSr ,  где pq KSKS  ', .                        (3.15) 

Пусть М – множество рассматриваемых объектов (строк 

таблицы nmeT , /М/=м). Введем на множестве всех подмножеств 
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множества Р признаков характеристическую функцию (, M) 
теста: 

  1, ;
,

0, .
если тест

M
в противном случае


 


 


  (3.16) 

где символом М подчеркивается, что определение этой ха-
рактеристической функции зависит не только от , но и от 
множества М объектов, на котором изучаются признаки. 

Очевидно, что если (,М)=1, то 
1) (,М/S)=1, 
2) (,М)=1 для всех  таких, что . 

Первое из этих свойств теста говорит о том, что сужение 
исходного множества М объектов сохраняет все тесты, найден-
ные на охватывающем множестве. Из второго свойства следует, 
что наибольший интерес представляют маломощные тесты. Из 
него также следует целесообразность выделения специального 
подкласса тестов, названных тупиковыми. Характеристическое 
свойство тупикового теста заключается в том, что никакое его 
собственное подмножество не является тестом, то есть, если  – 
тупиковый тест, то для всех , (,M). Выделение тупи-
кового теста означает выделение такого подпространства , 
которое является безизбыточным по отношению к заданным 

классификации K  и таблице nmeT . 

С точки зрения качества анализа выбор системы  опор-
ных подмножеств в виде множества всех тестов или, еще лучше, 
множества тупиковых тестов является высокоэффективным. 
Однако, с точки зрения оценки сложности выполнения такой 
выбор является затруднительным или даже невозможным во 
многих практически интересных случаях (когда /Р/2040, 
/M/100300). Построение такого рода систем требует осу-
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ществления слишком большого объема вычислений. Более того, 
алгоритм реализации такого выбора имеет принципиально 
переборный характер (экспоненциальную сложность). Особенно 
трудоемкими оказываются алгоритмы определения семейства 
тупиковых тестов. Практический интерес могут представить 
процедуры выделения не всех тестов, а только тестов малой 
мощности. При этом, целесообразно строить системы  так, 
чтобы в нее не включались тривиальные тесты, которые ох-
ватывают уже найденные подмножества – тесты еще меньшей 
мощности. 

Главный недостаток процедур выделения тестов малой 
мощности состоит в том, что получающая система  сама мо-
жет оказаться маломощной, а иногда и вовсе пустой. Чтобы как-
то ограничить этот недостаток прибегают к статистическим ал-
горитмам поиска тестов. В этом случае разрешается поиск 
тестов разной мощности, но число поисковых проб ограничено. 
Такие алгоритмы, не снижая объема вычислений на проверку 
свойства «тестов» отдельного подмножества признаков, резко 
упрощают организацию их перебора. Чтобы добиться снижения 
объема вычислений на проверку свойства «тестовости» от-
дельного подмножества, используют следующие три моди-
фикации понятия теста. 

Подмножество  называется (q, p)- тестом, если в клас-
сификации K  найдется такая пара различных классов Kq и Kp, 

что на части таблицы nmeT , выделяемой объектами этих клас-

сов,  является тестом в определенном выше обычном смысле. 
В этой модификации вместо тестов в качестве элементов 
системы опорных подмножеств предлагается искать (q, p)-
тесты. 
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Подмножество  называется (,) – квазитестом, если, во-
первых, вместо проверки условия (3.15) для всех S из М, эта 
проверка осуществляется на заранее выбранной доле  
мощности /М/ этого множества, причем выбираемая  /М/ часть 

объектов распределяется по М не случайно, а в каждом из   
классов заданной классификации K отбирается число, равное  
– части мощности этих классов; во-вторых, вместо того, чтобы 
для каждого выбранного S (пусть qS K ) осуществлять про-

верку (1) для всех ' / qS M K , проводится проверка лишь на 

числе \ qM K   таких объектов.  

Подмножество  называется (, q) – представительным 
тестом для класса Kq, если, во – первых,  –это тест в  обычном 
(указанном выше) смысле, и, во – вторых, - часть не менее, чем 
у q числа объектов класса qK  совпадает. 

Указанные модификации понятия теста, хотя и дают 
практическое снижение объема вычислений при проверке дан-
ного подмножества (является ли оно тестом), все же не делают 
это снижение гарантированным. Кроме того, получающееся 
снижение не оказывается очень большим (сокращает объем вы-
числений менее, чем в два раза). Наконец, это снижение 
достигается обычно снижением информационной ценности 
выделяемых подмножеств: условия для выделения (q, p) и (, ) 
тестов – это смягчение условий (3.15). 

Уже этих обстоятельств достаточно, чтобы заключить, что 
целесообразно создавать новые процедуры поиска контекстно-
зависимых систем опорных подмножеств, не связанных с по-
нятием теста. Накопление определенного «запаса» таких проце-
дур представляет, конечно, и самостоятельный интерес: каждая 
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такая процедура строится на выявлении особой связи между 
классификацией, индуцированной заданной эмпирической 

матрицей nmeT  и структурой исходного множества признаков, 

в которой эта классификация функционирует.  
В книге предполагается построить много существенно 

различных примеров таких процедур, выявить соответствующие 
связи, и определяется конкретно как эти процедуры должны 
работать для анализа данных об оргсистемах (см. [49]). 
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ГЛАВА 4. ТЕОРИЯ ,W  МОНОТОННЫХ СИСТЕМ  НА 

МНОЖЕСТВЕ ПАРНЫХ СВЯЗЕЙ 
4.1. Выделение ядра монотонной системы на множестве 

парных связей как способ разбиения этих связей по уровню 
существенности 

Во многих работах по методам кластеризации в качестве 
исходного объекта анализа рассматривается квадратная матрица 

парных коэффициентов связей ijA a , определенная на 

конечном множестве Х объектов мощности X N  (см. [50]). 

Среди этих работ важное место и в теоретическом, и в 
практическом плане занимают те, в которых используется 
понятие «существенности связей парой объектов  ,i j ». 

Пусть W - множество всех пар объектов из X, а 

      1 1 2 2, , , , , , , ,k kH i j i j i j   H K  - множество пар, 

связи между которыми тем или иным способом оценены как 
несущественные. Тогда для классификации, порожденной этой 
оценкой, строится матрица R: 

 
 

1, , ,

0, , ,ij

если i j W H
r

если i j H

 


     (4.1) 

которая как матрица сопряженности задает на X, как на 
множестве вершин, граф. Подмножества этого множества, 
определяемые компонентами связности этого графа, являются 
искомыми кластерами. Они очевидно порождают разбиение X. 
Часто существенность связи пары множеств  ,i j  тестируется с 

                                                             
  Рассматриваются все неупорядоченные пары  из различных объектов 
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помощью порога  , с которым сравнивается исходный коэф-
фициент ,i ja . 

При этом возникает вопрос о выборе числа X. В не-
которых работах предложено выбрать это число как результат 
решения специальной задачи аппроксимации. 

Более непосредственный анализ заключается в изучении 

эмпирической гистограммы чисел  , , 1,ija i j N  и рас-

смотрении не одного, а целой системы порогов, которая порож-
дaет иерархическую систему кластеров. При этом пороги распо-
лагаются на оси, на которой откладываются числа ija  в ин-

тервалах разреженности такой гистограммы.  
При сравнении исходных коэффициентов ija  с порогом R 

формула  (4.1) приобретает особенно простой, с точки зрения 
интерпретации, вид: 

1, ,

0 .
ij

ij

h если a R
r в противном случае


 


    (4.2) 

Другая менее часто используемая техника состоит в том, 
что оценка существенности в связи пар объектов  ,i j  опре-

деляется не только по исходному коэффициенту ,i ja , но и с 

привлечением опосредованных связей между этими объектами. 
Для этого, прежде чем проводить оценивание существенности 
связей пары  ,i j , число ,i ja  заменяется на другой ин-

тегральный коэффициент ,i jb  , отражающий силу связей между 

 ,i j  и через другие объекты. Например, для этого в некоторых 

работах (см. [51])  используется преобразование 
2

1 1 ,K
kB A A A       
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где SA  -  s-я степень матрицы А, а Sa  - коэффициент, харак-

теризующий вес, с которым берется связь «дальности» S (по-

лагается 
1

1, 0;
K

i i
i
 



   а элементы ,i ja  в А считаются 

положительными). Иногда используют комбинированные 
процедуры, когда на первом этапе, переходят от матрицы А к 
матрице A , в которой обнулены только слишком малые числа, а 
затем матрица A  преобразуется в матрицу 

2
1 1 .K

kB A A A       

Изучение работ, посвященных преобразованиям, исполь-
зующимся для того, чтобы каждой паре  ,i j  на базе матрицы 

исходных парных коэффициентов связей построить интег-
ральный парный коэффициент ijb , учитывающий и опосре-

дованные связи, показывает, что подбор такого преобразования 
затруднительно строить с помощью стандартных процедур. 
Успешность подбора зависит от конкретных особенностей 
структур и различий между элементами матрицы А. Так, в 
рассмотренных примерах перехода от А и В и от A   к B , при 
подборе коэффициентов  1 2, , k    руководствуются только 

общим критерием, что 1 2 k     . Поэтому на практике 

рассматривают несколько вариантов таких наборов весов. 
В настоящей работе предлагается новый способ раз-

деления множества W всех пар объектов на два подмножества: 

H - несущественные и W H  - существенные по силе связей, 
учитывающие и прямые, и опосредованные связи. Он основан 
на построении так называемой монотонной системы на этом 
множестве. Причем сразу за один цикл анализа матрицы А 
получается последовательность 
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1 2 3 ,pH H H H         (4.3) 

вложенных друг в друга множеств, которые упорядочены по силе 
связей: 1l lH H  , которая означает, что подмножество 1lH   

выделяет менее существенные связи, чем подмножество lH . 

На базе (4.3) и (4.1) строится последовательность вложен-
ных друг в друга все более детальных разбиений X, которые в 
совокупности дают иерархическую систему кластеров (см. [52]). 

Пусть     1, 2 , , 1nW N N   - множество всех пар 

объектов из X, где X n-элементное множество. Мощность мно-

жества W обозначим через W , она будет равна  1
2

N N
W


 . 

Обозначим через Н подмножество множества W 

     1 1, , , , ,n nH W H i j i j H n   . 

Сравнивая мощности W и Н, из условий H W имеет 
место: 

 1 2.n N N   

Пусть задана функция, которая каждой паре   , ,i j H  

ставит соответственно число    , ,i j H . Семантически это 

число определяет близость парного элемента  ,i j  к подмно-

жеству H, важность парного элемента  ,i j  в Н, по сравнению с 

другими парными элементами подмножества Н  и называется 
силой связи между элементами i  и j  в подмножестве Н. 

Формулируем силу связи между парами объектов  сле-
дующим образом: 

  
 

 
 , ,

, , ,i ij j
i H j H

j i

i j H n K 
 
 

   
 

 

       (4.4) 



 

110 
 

где k - положительное целое число, k n . Как видно из (4.4), в 
формулу силы связи входят как слагаемые, которые выражают 
непосредственную связь между заданными объектами i  и j  
подмножества Н, так и слагаемые, которые суммируют связи 
каждого элемента  i  и элемента j из  ,i j  со всеми остальными 

элементами подмножества Н множества W. 
Рассмотрим систему ,W  , которая состоит из конеч-

ного множества парных элементов nW  и заданной на мно-
жестве функции  , где в качестве аргументов представлена 

пара   , ,i j H , H W   ,i j H . 

Для того чтобы система ,W   была монотонной она 

должна удовлетворять условию монотонности. 
А условие монотонности представляет истинность 

следующего неравенства: 

       , , , , , ,i j H i j H r S      (4.5) 

где  ,i j   как и  ,r s  - парные элементы из подмножества Н. 

Действительно: 
  

 
 

 

   
 

   
    

, ,

, , , ,

, ,

, , , .

i ij j
i H j H

j i

i ij j
i H r S j H r S

j i

i j H n k

n k i j H r S

 
 
 

 
 
 

   

   

 
 

 
 

    

    

 

 
    (4.6) 

Из (4.6) следует (4.2), и в результате система ,W   

действительно является монотонной. 
На множестве всех подмножеств множества W мо-

нотонной системы ,W   определяется скалярная функция F, 
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ставящая в соответствие каждому подмножеству H W  число 

 F H  таким образом: 

    min , , .F H i j H H W    

Определение. Ядрами (экстремальными подсистемами 
,W   монотонной системы называются такие подмножества 

W, на которых достигается максимум функции   F H . 

Произвольным образом упорядочим элементы множества 
W. Последовательность упорядоченных парных элементов обоз-

начим через      1 1 2 2, , , , ,N NA i j i j i j  . Введем последова-

тельность множеств  H A ,   1, NH A H H  , где 

1 2, , NH H H  - вложенные подмножества  множества W,  

1H W ,      2 2 1 1 3 2 2 2\ , , \ , , ,N N NH H i j H H i j H i j   . 

Определение. Упорядоченная последовательность А эле-
ментов множества W является определяющей последователь-
ностью монотонной системы ,W  , если в соответствующей ей 

последовательности множеств Н существует такая подпосле-
довательность 1, p    , где  1 1H W   , что 

      1 1
1, 1

, , , \ ,k k k m k k j j
j p

i j H F i j  
 

       (4.7) 

    , .p pF L L          (4.8) 

Определение. Множества ,G G W  называются опреде-

лимым множеством монотонной системы ,W  , если 

существует такая определяющая последовательность, что 

p G  . 
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Для краткого ознакомления с аппаратом монотонных 
систем необходимо процитировать теорему 1. 

Теорема 1. На определимом множестве G монотонной 
системы функция F(H) достигает глобального максимума. 
Существует единственное определимое множество. Все 
множества на которых достигается глобальный максимум 
функции F, т.е. все ядра монотонной системы, лежат внутри 
определимого множества. 

Теорема 2. Система всех тех множеств из X, на которых 
функция F достигает глобального максимума, замкнута по 
отношению к бинарной операции объединения множеств (Х – 
множества всех подмножеств множества W). 

Введем еще одно определение. 
Определение. Упорядоченная последовательность 
       1 1 2 2, , , , ,n nI i j i j i j   парных элементов мно-

жества W называется максимальной определяющей пос-
ледовательностью, если в соответствующей ей последо-
вательности множества H  существует подпоследовательность 

 1, ,p       где 1 1H W   , для которой кроме 

свойств (4.7) и (4.8) выполняется и следующее соотношение: 

       1
1,

, , , \ ,k k k j k k j j
j p

i j H F i j 


       (4.9) 

Остановимся на описании подробностей вышеприве-
денного определения. 

Для сравнения определяющей и максимальной опре-
деляющей последовательностей попытаемся представить гра-
фические интерпретации этих формулировок. 
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Рис. 4.1.1. Представление определяющей последовательности 
«геометрическим» изображением числовой функциональной 

зависимости от последовательности квазиядер    
На рис. 4.1.2. изображен график определяющей пос-

ледовательности. В частности, на оси абсцисс откладываются 
вложенные множества H  и ее подпоследовательность  , а на 
оси ординат - их соответствующие значения, оперируя над 
аргументом подмножества H  через функцию  F .  



 
Рис. 4.1.2. Представление максимальной определяющей 

последовательности «геометрическим» изображением числовой 
функциональной зависимости от последовательности квазиядер 

На рис. 4.1.2 изображено то же самое, но здесь под 
аргументом подразумевается максимальная определяющая 
последовательность. 



 

114 
 

Из леммы 1 (см. [53]) следует что последовательность 
значении функции F  на подмножествах     (квазиядро) имеет 
вид строго возрастающей цепи: 

     1 2 ,pF F F       

что соответствует визуальным наблюдениям на рисунках. 
Обратим внимание на значение аргумента в точке обоз-

наченной звездочкой на оси абсцисс. Согласно определяющей 
последовательности для каждого множества kH , которое по-

падает в интервал 1\l l   , справедливо неравенство 

    1, , .k k k li j H F    

На рис. 4.1.2 то же множество RH  обозначается через *   

по той причине, что дополнительное условие 

    , ,k k k li j H F    

расширяет и дополняет понятие определяющей последова-
тельности к понятию максимальной определяющей после-
довательности, переводя множество RH  из последовательности 

H  в ее подпоследовательность      , ,R R R li j H F   . 

Каждое такое множество RH , удовлетворяющее выше-

упомянутое дополнительное условие заполняет последова-
тельность квазиядер. Когда для любого «интервала» пос-
ледовательности «квазиядер» 1

1, 1

, \j j j
j p


 

    не существует под-

множество  R j R jHH H   , удовлетворяющее условиям (4), 

(5) и (6), или невозможно больше заполнить последовательность 
квазиядер   новым членом, определяющая последовательность 
становится максимальной определяющей последовательностью. 
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4.2. Свойства   , ,i j H  монотонной функции  парных 

связей, определенной на множестве W  

Рассмотрим монотонную систему ,W  . В определениях 

и теоремах, касающихся монотонных систем, областью 
определения функции   обычно фигурируют подмножества 

множества W - множества KH (первый аргумент  ,k ki j   функ-

ции   , ,k k ki j H   определено на множестве KH ). Расширим 

область определения KH  до W. Возникает вопрос, подчиняется 

или нет функция   , ,k ki j W  каким-нибудь закономер-

ностям, если да,  то каким именно? 
Утверждение 1. Для заданной монотонной системы 

,W   и для любой , 1,j j p   последовательности квазиядер 

1 2, , p      справедливо неравенство 

       1
1, ;

, , , , \ ,
PH

k k j k k j j
j p

i j W F i j 
  

      

(в качестве определяющей последовательности в данном и во 
всех следующих утверждениях рассматривается максимальная 
определяющая последовательность). 

Доказательство. Так как   является подпоследова-
тельностью последовательности H , то множеству j  в после-

довательности H  соответствует некоторый индекс, допустим 
этим индексом является   . 

Из условия K jH   , следует K lH H  и имеет место 

неравенство 

       , , , , .j l l l k k lF i j H i j H       (4.9) 
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Справедливость неравенства  следует из определения 
оператора F: 

         , , min , , , , .j l l l s s l s s lF i j H i j H i j H      (4.9) 

Согласно свойству монотонности имеем: 

     , , , , .k k l k ki j H i j W    (4.10) 

Из (4.9) и (4.10) логически следует: 

     , , , , ,l l l k ki j H i j W   

но      , ,l l l ji j H F    и в результате имеем 

    , , .k k ji j W F    

Что и требовалось доказать. 
Определение 1. Пусть ,W   - монотонная система и   - 

последовательность квазиядер, правым сдвигом парного эле-
мента связи  ,k ki j  максимальной определяющей после-

довательности называется местоизменение парного элемента 
связи  ,k ki j ,   1, \k ki j     относительно последова-

тельности 1 2, , p      таким образом, что для функции 

  , ,k k ki j H  соответствующая ей функция    , ,k k ki j H  

удовлетворяет условию: 

      1, ,l k k lF i j W F     ,  где 1l t  . 

Определение 2. Пусть ,W   монотонная система, в кото-

рой   определяется формулой (1).   последовательность квази-
ядер. Левым сдвигом парного элемента связи   ,k ki j  макси-

мальной определяющей последовательности называется место-
изменение парного элемента связи 
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    1, , , , ,k k k k k k t k ti j i j H H H       

по отношению последовательности 1, p     таким обра-

зом, что для функции   , ,k k ki j H  соответствующая ей функ-

ция   , ,k ki j W  определенная на множестве W , удовлетворяет 

условию: 

      1, ,l k k lF i j W F     , 

где 1l t  . 

Утверждение 2. В монотонной системе  ,W  , в ко-

торой скалярная функция   определяется по формуле (1), левый 
сдвиг не имеет место. 

Доказательство. Допустим противоположное: су-
ществует такой парный элемент связи максимальной опреде-
ляющей последовательности  ,k ki j ,   1, \k k m mi j   , удов-

летворяющий условию: 

      1, , ,k kF i j W F         (4.11) 

где  1.m   
Пусть  1.m   Имеем: 

      1 , , .m k k mF i j W F       (4.12) 

Допустим, множеству m  в максимальной определяющей 

последовательности соответствует QH : 

       , , , , ,k k m Q Q Q mi j i j H F        (4.13) 

где      

         , , min , , , , .m Q Q Q R R Q R R QF i j H i j H i j H    
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Но если в (4.13) вместо m  подставить W, по свойству 

монотонности неравенства (4.13) усилится: 

       , , , , ,k k k k m mi j W i j F        (4.14) 

что противоречит (12). Итак, наше допущение неверно, ут-
верждение доказано. 

Если  1m  , исходя из леммы 1, правая граница (11) 

 1lF   гораздо  меньше по значению чем правая граница 

неравенства (12)   mF  . Поэтому 

    1, ,k k li j W F   

и утверждение (11) справедливо для всех  1m  . 
С доказательством утверждения 2 можно сказать, что в 

монотонной системе ,W  , рассмотренной выше, вероятнее 

всего имеет место правый сдвиг, или элемент   , ,k ki j W  

сохраняет первоначальное положение, т.е. содержится в том 
интервале, в котором находится    , ,k k ki j H . 

Введем определение интервала 1, \W W W
m m m   . Интервал 

1, \W W W
m m m    содержит все элементы вида   , ,k k ki j H . В 

общем случае можно допустить, что все эти элементы имеют 
правый сдвиг, т.е. элементы   , ,k ki j W ,   1, \k k m mi j    

расположены в интервале  , \l l lH   , где , 1, 1m p    . 

Допустимо также, что никакие элементы   , ,Q Qi j W  ,

  1, \Q Q R Ri j   , где R m  не расположены  в интервале  

1, \W W W
m m m   , тогда окажется что интервал 1, \W W W

m m m    
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пуст от элементов   , ,k ki j W   ,k ki j W . Все интервалы 

удовлетворяющие этому условию, назовем пустыми интер-
валами. 

Последовательность интервалов множеств 1, \W W W
m m m   , 

1,m p , без пустых интервалов, где  1 2, , p    - последо-

вательность квазиядер системы ,W   определим как  W  под-

последовательность последовательности    1, \m m m    и 

обозначим 1, \W W W
m m m   . 

Следствие 2. Весовое значение каждого элемента 
определяющей последовательности А содержится в одном из 

интервалов W  подпоследовательности вида 1, \W W W
m m m   , 

1, R Rm P P P  . 
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ГЛАВА 5. ИЕРАРХИЧЕСКИЙ МЕТОД КЛАСТЕРИНГА, 
ИНДУЦИРОВАННЫЙ МОНОТОННЫМИ СИСТЕМАМИ 
5.1. Приложение общей алгебры в математической теории 

распознавания 
Актуальность математических методов структуризации 

социально – экономической информации не снимается с по-
вестки дня. Одним из методов, в котором косвенно предус-
мотрен высокий, прикладного характера наукоемкий спрос 
потребителей информационного общества, является „теория 
монотонных систем“. Сопоставляя данный метод с другими 
методами упомянутого направления, можно обратить внимание 
на тот факт, что в теории монотонных систем, элемент системы 
осмысливается не как отдельно взятый, изолированный,  а как 
часть целостной системы во взаимоотношении с другими 
элементами. В связи с этим приобретает важное значение 
определение места, веса каждого элемента в „коллективе“ дру-
гих элементов системы (подсистемы),  что можно выразить 
количественным показателем. Таким образом, в теории 
монотонных систем появилась скалярная функция, называемая 
монотонной (весовой) функцией. Подобная трактовка элементов 
в теории монотонных систем дает возможность для полного, 
всестороннего описания структуры обрабатываемых данных.   

Теорию монотонных систем, на которой основан метод 
кластеризации, конструктивно можно разделить на три главные 
части: 1. свойство монотонности; 2. особые подсистемы мо-
нотонных систем, называемые ядрами и  являющиеся крае-
угольным камнем теории; 3. экстремальные свойства ядер, 
которые характеризуют центральную теорему монотонных 
систем. Интересно, что число ядер не задается априори, а 
вычисляется в процессе поиска решений экстремальной задачи. 
В алгоритме кластеринга, на основе монотонных систем и 
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алгебраического подхода, каждое ядро служит определенным 
источником для очередного уровня кластеринга иерархической 
группировки. Кстати,  иерархический кластеринг имеет свое 
преимущество, в частности, в результате разбиения, дается воз-
можность общего визуального представления о стратифика-
ционной структуре совокупности обрабатываемых данных 
(дендрограмма), в которой показаны исчерпывающее описание 
взаимосвязи разбиения на разных слоях, оценка степени при-
надлежности каждого элемента к фиксированному классу. 
Наблюдая над иерархической структурой,  можно раскрыть не-
которые отношения, а в результате и неизвестные свойства 
исследуемых данных. 

Обратим внимание на часто встречающиеся операции и 
символы общей алгебры, т.к. вызывает интерес, какие идеи и 
конструкции абстрактной (общей) алгебры и на каких именно 
фазах алгоритмов используются в математической теории рас-
познавания. В работе [54] приводятся выводы общей теории 
распознающих алгоритмов. Оказалось, что множество распоз-
нающих алгоритмов является алгеброй, причем операции этой 
алгебры обладают набором свойств,  позволяющих детально 
изучить множество распознающих алгоритмов. Алгебраические 
методы позволяют эффективно решить задачу выбора экстре-
мального алгоритма.  

Мы показали пример использования в кластер-анализе ал-
гебраического подхода (подходящим и наглядным примером, бе-
зусловно, является настоящий алгоритм). Но можно поступить и 
наоборот - пользоваться идеями и понятиями классификации в 
общей алгебре. Напомним некоторые определения (см. [55]). 
Отношение р называется эквивалентностью, если оно удов-
летворяет условиям рефлексивности, симметричности и транзи-
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тивности. Если р эквивалентность на множестве А, Aa , то 
подмножество 

   ,a x x A a x       (5.1) 

называется классом эквивалентности. Множество различных 
классов эквивалентности является разбиением множества А, и 
наоборот. Множество классов эквивалетности   на множестве 
A,  или что то же самое, множество подмножеств, образующих 
соответствующие разбиения, называется фактор-множеством 
множества А и обозначается через А/р.Приведем теперь 
конкретные примеры конкретных универсальных алгебр. Пусть 
S полугруппа. Бинарное отношение на S называется стабильным 
слева (справа), если для любых а,b,cS, из условия  ba , сле-

дует  bcaccbca  . Отношение, стабильное слева и справа,  
называется стабильным отношением. Стабильную эквива-
лентность определим как конгруэнцию. Эквивалентность на 
полугруппе будет стабильной тогда и только тогда, когда для 

любых Sbbaa 2121 ,,,  из условий 11 ba   и 22 ba 
следует 21 2 1a a bb  . 

Докажем указанную теорему.   
Пусть S - полугруппа (коммутативная), и на S задана 

конгруэнция. Тогда для  

a Sbba 2121  имеет место 




22

11

ba
ba



   (5.2) 

Из свойства рефлексивности следует  

22 aa  .                                  (5.3) 
Рассмотрим систему отношений 





.22

11

ba
ba



                 (5.4) 
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Так как полугруппа стабильна, поэтому 

2121 abaa   .   (5.5)  

Условие коммутативности отношения (5.5) превращается 
в отношение 

11221 baaa  . 

Рассмотрим отношение 

11 ba  . 
Это отношение стабильно. Отсюда следует, что оно 

стабильно справа 

2121 bbba  . 
И, наконец, из свойства транзитивности имеем 

2121 baaa  и 2121 bbba  , 

 тогда 

2121 bbaa  . 
В результате получим 

2121 bbaa  . 
Возьмем обратное условие - пусть справедливо следую-

щее отношение,  если 11 ba  и 22 ba  , тогда  

2121 bbaa  .    (5.6) 
Докажем, что эквивалентность на полугруппе стабильна. 
Из свойства рефлексивности имеем 

22 bb  .      (5.7) 
Рассмотрим систему отношений 





.22

11

bb
ba



 

Из условий теоремы следует 
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2121 bbba  .     (5.8) 

Обьединим (6) и (8), и, используя свойства транзи-
тивности, получим доказательство теоремы, если 2121 bbaa   и 

2121 babb  , то  2121 baaa  . 

В результате имеем 




22

11

ba
aa



, но тогда 2121 baaa  , поэтому 

эквивалентность стабильна слева. 
 Аналогично доказывается стабильность справа. Если   - 

конгруэнция на полугруппе S , то фактор множества обоз-

начается как S   и само это отношение является полугруппой. 
Подобные определение и осмысление конгруэнции 

приводятся и в других универсальных алгебрах [3],  в частности 
- решетки, что согласуется с общим понятием конгруэнции. 

Введем следующие обозначения: 

ba  = inf  ba,  

ba  =sup  ba,  
и будем называть операцию   пересечением, а   - обьеди-
нением. В решетках они также являются бинарными опе-
рациями и, будучи примененные к паре ,, Lba   снова дают 
элемент из решетки L, Отношение эквивалентности   на ре-
шетке L называется конгруэнцией, если из соотношений: 

 
  


22

11

ba
ba




 

следует: 
aa 1 212 bb  , 

2121 bbaa  . 
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Если La , то через  a  обозначим смежный класс, 
содержащий элемент a :  

    | .a x x a    

Пусть L - решетка,   - конгруэнция на ней. Обозначим 

через L  множество смежных классов разбиения решетки L, 

инициированный конгруэнцией  : 

L/ =   a  I La . 

Если определим операции   и   на L   тогда, как и в 

случае полугрупп, L   сама будет решеткой. L   множество 

называется фактор-решеткой решетки L по конгруэнции  . 
Изложение примеров использования понятий классификации в 
общей алгебре можно продолжить: изучение внутренней 
структуры универсальных алгебр путем разбиения 
универсальных алгебр соответствующего типа, смежные классы 
по некоторой подалгебре, отображение   однотипных 

универсальных алгебр, где   гомоморфное наложение, Ker -

ядро гомоморфизма, а A/Ker  - фактор-алгебра. Все эти 
примеры ведут к сближению таких двух направлений науки, как 
теоретическая - в виде общей алгебры и прикладная - в виде раз-
дела искусственного интеллекта-распознавания образов (цель 
распознавания (см. [56]) в общих чертах та же - разработать 
принципы и методы классификации). В результате появления 
общеалгебраического языка в математической теории рас-
познавания, в частности, в методе кластеризации на основе мо-
нотонных систем, есть надежда, что это будет способствовать 
взаимообогащению и развитию этих направлений науки. 
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Что касается включения в метод кластеринга на основе 
монотонных систем и алгебраического подхода элементов 
теории графов [37], причина этого состоит в идентичности 
построения графа   близости, с одной стороны, и весовой 
функции монотонных систем парных связей - с другой.  

 
5.2. Разработка метода кластер-анализа 

индуцированного монотонными   системами ( *  метод) 
Приступая  к основной части работы, приведем некоторые 

определения из теории графов, что поможет нам в определении 

графа   близости. Пусть V –непустое множество,  2V - мно-

жество всех его двухэлементных подмножеств. Пара  ,V E , где 

E  произвольное подмножество множества  2V  называется 

графом. Множество  1 2, ,... nV v v v , именуемое как множество 

вершин, а  12 13 1, , ...ij nnE e e e e   - как множество ребер. Если 

мощность E m , то  1 2m n n  . Каждое ребро ije  есть 

определенная пара вершин ,i jv v V , что выражается ра-

венством: ij i je v v . Пусть  1 2m n n  , тогда граф 

 ,P V E  является полным, и если кроме этого E  обладает 

отношением порядка: 

12 13 1... ... ,ij nne e e e       

то граф P  становится упорядоченным графом. 
Определение. Графом   близости называется упоря-

доченный граф  ,P V E , у которого  1 2, ,... nV v v v  - мно-

жество объектов (вершин), подвергаемых кластерингу, и 
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 12 13 1, , ...ij nnE e e e e   - множество пар объектов (ребер), назы-

ваемых связями, величина которых определяется данными о   

близости между объектами iv  и jv  следующей формулой: 

 
 

 , ,
,

index index

ij i ij j
i E j E

j i

e n k
 

 
 

  
 
 

        (5.9) 

где ij  - расстояние между объектами iv  и jv   ,i jv v V  из 

метрического пространства, k - положительное (неотрица-
тельное) целое число  0k  , indexE  - совокупность указателей 

(индексов) всех пар объектов из множества E . 
Что касается упорядоченности графа, то под этим словом 

подразумевается следующая реберная цепь (линейный порядок): 


11312 ......  nnij eeee . 

Отношение порядка определяется данными о   близости 

для пар объектов. Oтношение 2ij Se e   означает, что объекты iv  и 

jv  не менее сходны, чем rv  и sv   ,ij i s rs r se v v e v v   . Тождест-

венная запись ij rse e   означает, что могущие быть различными 

связи ije  и rse  имеют тот же порядок, что и в равенстве ij rse e  , 

означающем, что ije  и rse  одинаковые связи, т.е. ij rs . 

Уровнем стягивания2 графа   близости  ,P V E  назы-

ваются уровни 0, nS S m E   , а также все S , 1 1S m   , 

                                                             
2 Стягивание ребра uv означает отождествление вершин u и  v. 
Двойственной к операции стягивания является операция расщепления 
(см. [44]). 
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для которых    
1ij rqs s

e e 


 . Для каждого уровня стягивания 

0m S   c   
smkkijs eE

,
  , упорядоченный граф  , SP V E , 

где SE   обладает тем же отношением порядка, что и E  , но и в 

пределах SE   является подграфом   близости S –го порядка для 

P . Граф  ,S ST V E , где SE   не предполагается упорядоченным, 

называется пороговым подграфом S -го порядка для P . 
Обратимся теперь к теории монотонных систем. 

Обозначим через W  множество парных связей объектов из 
конечного множества X . Пусть H  - подмножества 

  ),(),...,,(),,(, 2211 nn jijijiWWHW  . Сравниваяем мощ-

ности множества  W  и его подмножества H , если E h , то 

 1 2.h n n   

Введем скалярную функцию  ; каждой паре   , ,i j H , 

где  ,i j H , а H  -произвольное подмножество  W H W  

поставлено в соответствие число   , ,i j H . Семантически 

это число означает близость парного элемента  ,i j  к под-

множеству H , или важность, вес элемента  ,i j  в подмно-

жестве  H (см. [57]). 

Таким образом, мы получаем систему ,W  , состав-

ленную из конечного множества парных элементов W , с задан-
ной на произвольном подмножестве  H H W  функцией  

     , , ,i j H i j H  . 

Если система ,W   удовлетворяет условиям: 
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, , | , , , ,

, , , , ... , ,

i j H r s i j H

i j r s H i i r s H W

 

    
 

или 

       
       

, , | , , , ,

, , , , ... , ,

i j H r s i j H

i j r s H i i r s H W

 

      

то система ,W   называется монотонной, соответственно    

или    типа. В дальнейшем мы будем иметь дело с монотон-

ной системой    типа. 

Функцию   , ,i j H  можно задать аналитическим 

способом следующей формулой: 
 

  
 

 
 , ,

, , ,i ij j
i H j H

j i

i j H n k 
 
 

   
 
 

       (5.10) 

где   - расстояние между элементами i  и j , а k  - неотрица-

тельное целое число   0k  . 

Докажем, что система ,W  , где функция   опреде-

ляется равенством (5.2), является монотонной. 
Действительно: 
  

 
 

 

   
 

   
    

, ,

, \ , , \ ,

, ,

, , \ , .

i ij j
i j H j H

j i

i ij j
i H r s j H r s

j i

i j H n k

n k i j H r s

 


 

 
 
 

   

   

 
 

 
 

    

    

 

 
   

(5.11) 

В каждом метрическом пространстве вместе с мно-
жеством элементов задается также расстояние. По определению 
расстояние – это однозначная, неотрицательная действительная 



 

130 
 

функция  , определенная для любых ,x y  из заданного не-
пустого множества и подчиненная следующим трем аксиомам: 

1)  , 0x y   тогда и только тогда, когда x y ; 

2)    , ,x y y x   - аксиоме симметрии; 

3)      , , ,x z x y y z     - аксиоме треугольника. 

Учитывая свойство неотрицательности функции  , ста-

новиться ясным, что удалением парного элемента  ,r s  из 

подмножества Н, сумма в выражении (5.11) становится не 
больше, чем в начале. 

В результате получим: 

       , , \ , , , .i j H r s i j H   

Монотонность системы доказана. 
Наблюдение за вышеуказанными построениями по теории 

графов и по теории монотонных систем наводит на мысль о 
некоторых ассоциациях, в частности, в определении моно-
тонных систем фигурирует множество W  - всех пар элементов 
из  X X   . По содержанию значение множества Е(.) в опре-

делении графа совпадает со значением W  в определении 
монотонных систем. Сопоставляя правые части (5.9) и (5.10), 
сразу можно заметить тождественность формулировки, с одной 
стороны, величины   близости в графах близости, а с другой - 
аналитическим заданием весовой функции в теории монотонных 
систем. Исходя из этих смысловых сравнений, можно записать: 

    , , , , , .ij ije i j W i j W e E       (5.12) 

Графическое преобразование монотонных систем, как бу-
дет показано в дальнейшем, является весьма весомым в 
разработке алгоритма кластеринга, представляя тем самым 
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интересный пример использования теории графов в области 
науки управления. 

Рассмотрим монотонную систему ,W   парных эле-

ментов связей. Каждому парному элементу  ,i j W  поставим 

в соответствие весовую функцию   , ,i j W . Обозначим че-

рез S  множество, состоящее из всех элементов 
    jitjiWjiSWji  ,,1,),,(),,( ; 

   1,2,..., , , 1 2,X n X n t n n     

где t  - мощность множества S . 
Покажем, что S  является алгебраической решеткой (см. 

[58]). Будет вполне удобным, если все элементы, принад-
лежащие множеству S  заменим малыми латинскими буквами: 

   aWji kk ,, ,    ...,, bWji ee    

Введем на множестве S  бинарную коммутативную опер-
цию умножения, удовлетворяющую ассоциативному закону: 

   a b c a b c     , так как S  - непустое множество, то оно 

становится мультипликативной полугруппой. 
Если каждый элемент полугруппы является идемпо-

тентным  ,a a a a S    , то полугруппу S  именуют как 

полугруппу идемпотентов, или связкой (см. [55]). 
Во многих случаях полезную роль играет отношение ес-

тественного частичного порядка на  S , задаваемое условием 
,a b  если a b b a a    .    (5.13) 

Докажем справедливость (5.5). 
Чтобы полугруппа была частично упорядоченной, она 

должна удовлетворять следующим трем условиям: 
- рефлексивности; 
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- антисимметричности; 
- транзитивности. 
Так как полугруппа S  является связкой (полугруппа 

идемпотентов), поэтому свойство рефлективности очевидно. 
Свойство антисимметричности: 

если a b  и b a a b   . 
Действительно, a b  означает   

a a b  ;     (5.14)  
аналогично b a  означает  

b b a  .     (5.15) 
Объединяя (5.6) и (5.7), получим следующую цепочку 

соотношений: 
a a b b a b      

Наконец, свойство транзитивности. 
Докажем, что если a b  и  b c , то  a c . Из 

отношения  a b  вытекает   
a a b  .     (5.16) 

Из отношения b c   выводим   
.b b c        (5.17) 

Подставляя значение b  из (5.17) в равенство (5.16) 
получаем: 

.a a b a b c b c           (18) 
Но (5.18) в свою очередь означает:  a c , что и 

требовалось доказать. 
Определим операцию умножения по правилу 

 inf , ,a b a b a b     

тогда коммутативная связка превращается в нижнюю полуре-
шетку и, если S  является аддитивной полугруппой, и примем, 
что 



 

133 
 

 sup , ,a b a b a b     

то S  будет верхней полурешеткой. Нижняя и верхняя полу-
решетки вместе составляют решетку S . 

Из последнего логического вывода можно сделать общее 
заключение, что полугруппа S , а следовательно заданное 

множество S , содержащее элементы      , , , ,i j W i j W  , 

преобразуется в решетку. 
Теперь приведем некоторые необходимые сведения из 

теории решеток. В теореме о гомоморфизме для решеток 
фигурирует отображение  : x x  . 

Лемма 10. Отображение  : x x   x L  является 

гомоморфизмом из решетки L  на L   (см. [59]). 
Постараемся интерпретировать эту информацию для на-

шего случая (для решетки S ). 
Из следствия 2 можно сделать заключение, что по-

луоткрытые интервалы: 

                                                             
 Теорема о гомоморфизме. Любой гомоморфный образ решетки L  
изоморфен подходящей фактор-решетке L . В действительности, если 

1: L L  , гомоморфизм из L  на 1L  и    конгруэнция на  L , такая 

что  x y   тогда и только тогда, когда x y  , то 1L L   и 
изоморфизм может быть задан следующим образом: 

   : x x x L     (знак   означает эквивалентность, а знак   - 
изоморфизм) (см. [59]). 
 Весовое значение каждого элемента множества S  содержится в 
одной из последовательностей интервалов следующего вида:  

1 1,,
R

R

W W W
q q q q P

P p
 



   . 
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1 1,,
R

R

W W W
q q q q P

P p
 



    

являются смежными классами фактор-решетки S  . Эти клас-

сы содержат значения функций   , ,i j W  для всех пар 

 ,i j W  (напомним, что pГГГ ,...,, 21  - подпоследова-

тельность последовательности  HHH ,...,1  вложенных под-

множеств множества W , где 1 1 ,H W     2 1 1 1\ , ,H H i j  
 111 ,\...   KKKK jiHH ,  NNN jiH ,...   - соответствующая 

максимальная определяющая последовательность парных 
элементов заданного множества (X) -     NN jiji ,..., 11 ). Слово 

“максимальный” означает максимальный относительно вклю-
чения элементов  iГ , т.е. не содержащихся в последователь-

ности pГГГ ,...,, 21  с большим числом элементов, удовлет-

воряющих условию: 

        
1 1

1
, , , , \ , .

2k i K j k k j j

n n
i j H F i j N  


        (5.19) 

 
Рис. 5.2.1. Диаграмма теоремы о «гомоморфизме» для решеток 

(частный случай) 
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Вследствие этого, теорему о гомоморфизме в нашем част-
ном случае можно изобразить графически (в виде диаграммы). 

Здесь (рис. 5.2.1) каждый смежный класс в фактор-решет-

ке представлен как    , ,k ii j W  , где    1, ,W W W
q q qi j 

    , 

а 1, Rq P . 

Пусть   - множество всех фактор-решеток, а   - мно-
жество графов близости. 

Введем отображение :f    из множества фактор-ре-
шеток в множество графов близости. По определению отоб-
ражения, каждому элементу  x  множества   (фактор-решеток) 
сопоставляется однозначно определенный y  - элемент другого 
множества   (графа близости). Такое соотношение между эле-

ментами   и   записывается в виде   y f x . 

Из дедуктивного правила можно записать: 










































 WjiVWjif W

q

RR

W
q Г

P

pgt

qP

gГ
,),(,),(

0

* .     (5.20) 

Конкретное отображение соответствует конкретному 
подмножеству множества фактор-решеток – фактор-решетки 
решетки, инициированная монотонными системами парных 
элементов связей (область определения отображения) и, 
продолжая начатую мысль, соответствует также конкретному 
подмножеству множества графов близости – графов   близости 
(область значения отображения). Так как фактор-решетка сама 
является сложным понятием, состоящим из смежных классов, а 
графы   близости сами содержат подграфы   близости, то в 
итоге получим отображение из множества смежных классов 
фактор-решетки вышеуказанного типа (область определения 
отображения) множества  подграфов   близости графа   
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близости. Функциональная зависимость подграфа W
qE

T   
 графа 

  близости от смежного класса   , ,W
q

i j W 





 фактор-решетки 

S   решетки S  принимает следующий аналитический вид: 

  *

0
( , ) , ( , ) ,

R R

W W
q q

N W
q

P q P

Г Гt p gg

E Г

f i j W V i j W

T

   




 



        


    (5.21)  

где  E  и 
q

W  - мощности соответственно множества E   и 

элемента из подпоследовательности   ,,...,, 21
W
P

WW ГГГ опера-

ция удаления, 1, Rq P , qT  есть q-ый подграф  близости. 

Покажем истинность соотношения (5.21). 
После преобразования (5.21) имеем: 

  
   

   
   

1

1

2

*

0
( , ) , ( , ) ,
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... ( , ) , ( , ) ,
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   (5.22) 

В силу того, что на множестве смежных классов 

разбиении решетки S , индуцированных конгруэнцией S  , 
определена операция  , с учетом операции имеет место ра-
венство: 
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Г Г

Г Г
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i j W i j W

   

  

   
      

.С учетом закона ассоциативности, в продолжение (23) 
получим: 

     
     

 

1

1 2
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  (5.23) 

Сделаем паузу для комментариев. В правой части (5.20), 
кроме решеточно-алгебраических операций   и  , фигурирует 
дополнительная операция удаления -·. Поскольку указанная 
операция представляет собой n -арную алгебраическую 

операцию, которая отображает множества nA  в A  (в нашем 
конкретном случае в (5.23) 0n  , получается  нульарная 
операция удаления, которая отображает A0 в нейтральном 
элементе 0 или   - множество A ). 

Отметим, что под словом “нейтральный элемент” 
подразумевается нейтральный элемент аддитивной универ-
сальной алгебры. По причине того, что для всех членов (5.23), 
которые связаны между собой операциями пересечения   и 
объединения –  , записана операция удаления -·, результат ко-
торой зафиксирован и ее значение во всех случаях не меняет 
свою величину –  , нарушение порядка выполнения алгеб-

                                                             
 Здесь nA AxAx A    есть n -ая прямая (декартовая) степень, т.е. 
множество всевозможных упорядоченных последовательностей 
 ,,...,,, 321 naaaa ia A , которою алгебраическая операция 
переводит в однозначно определяющий элемент А 
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раических операций – вынос за скобки операции удаления - не 
отразится на результате: 
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    (5.24) 

Используя закон ассоциативности, а также следующее 
решеточное отношение, которое позволяет выбрать inf  алгеб-
раическо-решеточный многочлен (см. [59]) 

     1101210 ,...,,inf......   nn aaaaaaa , 

где 110 ,...,, naaa  элементы некоторой решетки Н, получим: 
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    (5.25) 

Теперь посмотрим на поставленную задачу с другой 
стороны. 

Рассмотрим W  последовательность квазиядер 
W
P

W
i

WWW

R
ГГГГГ ,...,,...,, 21 , которая является последователь-

ностью вложенных множеств: 
W
P

W
i

WW
R

ГГГГW  ......21 . 

Обозначим через G  множества подмножеств W . Оп-
ределим отношение на G  следующим образом: 

W W
k e   , если W W

k e   .    (5.26) 
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Отношение (5.26) является порядком. 
Действительно, имеют место следующие признаки 

порядка – отношение на множестве G : 

1. Рефлексивное: W W
k k   ; 

2. Антисимметричное: если W W
k e    и W W

e k    то 
W W
k e   ; 

3. Транзитивное: если W W
k e    и W W

e Q   , то W W
k Q   . 

Для примера покажем справедливость 1. 
W W
k k   , поэтому W W

k k   . 

Можно показать справедливость и остальных двух 
условий. 

Положим: 
W W
k e   , если .W W W

k k e       (5.27) 

При этом 

 
 

inf , ,

sup , .

W W W W W W
k e k e k e

W W W W W W
k e k e k e

       

       
 

Тогда множество подмножеств G  оказывается решеткой. 
Определение. Дистрибутивная решетка с дополнениями, 

т.е. дистрибутивная решетка с 0 и 1, в которой каждый элемент 
имеет дополнение, называется булевой решеткой (см. [58]). 

Очевидно, что (5.27) (множество G ) является булевой 
решеткой с теоретико-множественными операциями объеди-
нения и пересечения. Интересно показать свойство дистри-
бутивности в нашем случае (5.27). 

Пусть , ,W W W
e m k    подмножества множеств W  (элементы 

множества G ), докажем что: 
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     .W W W W W W W
e m k e k m k          

Если     , W W W
e m ki j      , то  , W

ki j   и кроме 

этого  , W
ei j   или  , W

mi j  . Отсюда вытекает, что 

 , W W
e ki j    или  , W W

m ki j   , а значит 

     , W W W W
e k m ki j       . 

Пусть сейчас    W
k

W
m

W
k

W
e ГГГГji ),( , тогда 

 , W W
e ki j    или W W

m k  . 

Если  , W W
e ki j   , тогда  , W

ei j   и  , W
ki j  , 

отсюда выводим  , W W
e ki j    и в результате 

   , W W W
e m ki j      . 

Аналогично доказывается, если  , W W
m ki j   . Итак, 

G  является булевой алгеброй, в которой роль 0 играет  , а 
роль 1 само множество W . Булева решетка сигнатуры 

)1,0,,(  называется булевой алгеброй. В нашем конкретном 
случае булевой алгеброй будет булевая решетка с сигнатурой  

 , , , ', ,G W   . 

Определение. Непустая совокупность подмножеств 
некоторого множества X  называется алгеброй (полем) 
множеств, если она замкнута относительно теоретико-
множественных операций  ,   и '  (см. [60]). 

Очевидно, что множество G  (булева алгебра) является 
алгеброй множеств. В алгебре множеств вводятся некоторые 
дополнительные операции, среди них симметрическая разность 
(см. [61]), которая обозначается символом   и равна: 

   ' 'A B A B A B     , 
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где A  и B  подмножества некоторого непустого множества; 
буква B  со знаком 'B  означает дополнение множества B . 

А теперь представим графическое выражение элементов 
множества G  со своими функциональными значениями: 

 
Рис. 5.2.2. Графическое изображение функциональной 

зависимости F  от последовательности квазиядер (в качестве 
определяющей последовательности рассматривается 
максимальная определяющая последовательность) 

 
Напомним правило определения функционала F . На мно-

жестве всех подмножеств W  монотонной системы определяется 

скалярная функция F , ставящая число  F H  в соответствие 

каждому подмножеству H  по следующему правилу: 

 HjiHF ),,(min)(   

  Hji ,  
Цель задачи - выделение экстремальной подсистемы мо-

нотонной системы – наибольшего ядра (наибольшее по 
значению F ).****. 

                                                             
**** Ядрами называют такие подмножества множества W , на которых 
достигается максимум функции  F H . 
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Исходя из содержания класса фактор-решетки по конг-

руэнции   , ,W
k

i j W  


 
 (см. [62]) и проведения операции 

симметрической разности, в алгебре множеств  G  для произ-

вольного индекса из 1, Rk P  можно записать: 

   

      

1 1 1

1 1 , , .W
k

W W W W W W
k k k k k k

W W W W
k k k k i j W 

  

  

                
   

               

 

Введем соотношение 
1R

W
P 

   , и в силу вложенности 

множества подмножеств  1, 1,W
k Rk P   , а также с учетом того, 

что множество можно обозначить не только прописными 
буквами, но и перечнем или фиксированием его элементов, 
соотношение (5.25) преобразуется следующим образом: 
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(5.28) 

Учитывая (5.12), а также определение уровня стягивания 
графа   близости и, наконец, изоморфизм множеств E   и W , в 
заключение имеем: 

W
q

W
q

W
q ГEГWГijij TTEee



 






  

 ,  (5.29) 

где T  подграф   близости соответствующего уровня, а W  и 

W
q  мощности указанных множеств. 

Чтобы облегчить детальное ознакомление с достаточно 
сложной функцией (5.20), а также разложение аналитической 
формулы отображения, приведем промежуточные результаты, 



 

143 
 

взятые из программной реализации алгоритма. Мы надеемся, 
что указанный материал вместе с графическими изображениями 
создаст читателю наглядное представление о рассматриваемом 
методе кластеринга. 

Пусть X  - множество объектов  1,2,3,4,5,6X  , W  мно-

жество связей между этими объектами:   

       .15
2
56,6,5,...,3,1,2,1 


 WW  

Значение функции F  на ключевых множествах монотон-
ной системы – квазиядрах W

P
WW

R
ГГГ ,...,, 21  будет соответст-

венно: 
      305),6,5(,...,196),3,1(,116),2,1(  WWW  . 
Вследствие этого и определенных вычислительных 

процедур, получим последовательность смежных классов 
фактор-решетки, иницированной конгруэнцией   : 

        
        
        

9 8 7

6 5 4

3 2 1

, , ; , , ; , , ;

, , ; , , ; , , ;

, , ; , , ; , , .

W W W

W W W

W W W

i j W i j W i j W

i j W i j W i j W

i j W i j W i j W

     

     

     

  

  

  

  
  
  

 
  

 

      (5.30) 

Графическое изображение представлено на рис. 5.2.3, где 
в качестве области значений соответствующей последова-

тельности смежных классов фактор-решетки S   (5.30) (об-

                                                             
  Заданная весовая функция имеет следующий вид: 

  
 

 
 , ,

, , 6 14 .
ij

i j
i H j H

j i

i j H  
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ласть определения функции *f ) фигурирует последова-
тельность подграфов  близости: 

15 4 15 5 15 6 15 9 15 10 15 11 15 13 15 14 15 15

11 10 9 6 5 4 2 1 0

; ; ; ; ; ; ; ; или
; ; ; ; ; ; ; ; .

T T T T T T T T T
T T T T T T T T T

        

 

 
Рис. 5.2.3. Интерпретация иерархического кластер-анализа ( *  

метод) с помощью графов   близости - 
iST  
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ГЛАВА 6. ИЕРАРХИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ. 
МЕТОД КЛАСТЕР-АНАЛИЗА, ИНДУЦИРОВАННЫЙ 

МОНОТОННЫМИ СИСТЕМАМИ, И ЭФФЕКТИВНОСТЬ 
СООТВЕТСТВУЮЩЕГО АЛГОРИТМА 

6.1. Формализция иерархических методов кластер-анализа 
Прежде чем приступим к рассмотрению иерархической 

классификации, обратимся к словарю и попытаемся рас-
шифровать ее: hierarches – слово греческого происхождения и 
означает лицо относящееся к высшей церковной иерархии; 
иерархия – порядок подчинения низших высшим («иерар-
хическая лестница»). «Перенесем» это слово в область управ-
ления и определим словосочетание иерархическая структура – 
структура сложной системы, в которой существует подраз-
деление множества составляющих ее элементов на под-
множества разных уровней – подсистемы, обладающие свойст-
вом целостности, как и исходная система, с определенной 
степенью саморегулирования и связанными многоступенчатыми 
отношениями подчинения подсистем одних уровней (более 
«низших») другим, более «высшим». 

Прочитав эти пояснения, становится ясным, что имеем 
дело с классификацией объектов, где разбиение, исходного 
множества на подмножества не одноразовая процедура, а имеет 
продолжение и многошаговые классификации могут достичь и 
того уровня, когда на выходе появляются одноэлементные 
множества (одно, объединяющее все элементы: целое 
множество, если процедура обратная – не разбивает исходное 
множество на подмножества и элементы, а объединяет элементы 
и множества на еще более большие подмножества и множества). 

В работе [63] дается формализация иерархической 
классификации в виде иерархической группировки. 
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Уровневая группировка множества объектов 
 1 20 ,0 , 0nV    есть множество L не вложенных подмножеств 

V, называемых кластерами, которое покрывает V, т.е. из того что  
, ,C C L C C   , следует, что C C   и UL V . 

Послойная группировка множества объектов 
 1 20 ,0 , 0nQ    есть последовательность  0 1, , kS L L L   

уровневых группировок  V, для которой справедливо: 
1)       0 1 20 , 0 , 0nL    (все объекты – однообъектные 

кластеры с уровнем 0). 
2) из , 1iC L i k    следует, что ''CC   для некоторого 

1iC L   (последовательное уточнение: каждый кластер уровня i 

есть часть кластера уровня i+1). 
Во многих задачах иерархической группировки на выс-

шем уровне выставляется все множество в целостности элемен-
тов, или, что то же самое, единственный кластер -  kL V , но 

при формальной постановке задачи необходимости  в  этом нет. 
Послойная группировка  0 1, , kS L L L   называется иерар-

хической, если каждая уровневая группировка , 0iL i K   обра-

зует разбиение V (напомним, что разбиением непустого мно-
жества A называется совокупность подмножеств  A¶  таких, 

что объединение всех элементов  A¶  совпадает с А и все 

элементы  A¶  взаимно не пересекаются, т.е. А разбито таким 

образом, что каждый элемент А содержится только в одном 
подмножестве разбиений). 

Произвольный кластер С из S имеет уровень 
формирования  1 min / ji j C L  . 
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Для  kC L , С, кроме того, имеет уровень поглощения 

 2 1 max / ji j C L   . 

Введем граф близости  ,P V E  - упорядоченный граф, 

где  1 20 ,0 , 0nV    - множество объектов, подготовленных для 

кластеринга, а  1 2, , mE l l l   - множества пар объектов, 

называемых связями. 
Продолжая формализацию иерархической классификации, 

автор (см. [63]) представил модель методов кластер-анализа на 
базе теории графов. 

Методом уровневого кластеринга названо отображение 
:  ZP  множества графов близости во множестве уровневых 

группировок Z , а методом послойного (группировки)  класте-
ринга – отображение :  ZP множества графов близости P во 

множестве послойных группировок Z , где  P  - послойный 

кластеринг, соответственно  P  - уровневый кластеринг. 

Послойный метод кластеринга :  ZP будем называть 
порядковым, если существует на графике близости метод 
уровневого кластеринга :  ZP  такого, что если  

1 0 0k kE s s s     - уровни стягивания графа близости 

 ,P V E , то используя подграфы близости  is -го уровня граф  

P , можно выразить   через   : 

        1 0
, ,

k kS S SP P P P   


  . 

Если X - такой графический метод уровневого класте-
ринга, что :Y L , то   назовем пороговым послойным ме-
тодом кластеринга и запишем: 
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        1 0
, ,

k kS S SP T T Y   


  , 

(Если метод уровневого кластеринга  :Y L  обладает 

свойством, что для всех  ,P V E P    P  не зависит от по-

рядка множества Е, то   есть графический метод уровневого 
кластеринга и можем записать   :Y L , где L  означает мно-
жество всех графов). 

Напомним, что граф называется связным, если любые две 
его несовпадающие вершины соединены маршрутом. Всякий 
максимальный связный подграф графа Р называется ком-
понентой. 

Компонентная функция   , определяемая для всех pP  
выражением 

    / компонента ,P V V P V E      

Настало время, когда после довольно долгой вводной час-
ти, подготовляющей читателя к ознакомлению с методами 
иерархической классификации, показать убедительный, ви-
зуально наблюдаемый пример о методе кластер-анализа, ин-
дуцированного монотонными системами, с последующим 
исследованием этого метода, и сравнением его с другими для 
установления эффективности алгоритма, соответствующего 
данному методу. 

Интересно, что по сравнению с таблицей, показанной в 
главе 5, на рис. 6.1.1 есть дополнение: в таблице выставлены два 
столбца (крайне правых) под названием «Компонентная 
функция   iST » и «Дендрограмма». 

Кстати о дендрограммах. В области обработки и анализа 
данных иногда предметом исследования становится объяснение 
природы рассматриваемых структур. Существует небольшое 
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число скрытых, непосредственно не наблюдаемых факторов, с 
помощью которых можно описать все анализируемые исходные 
данные, структуру и характер связей между ними (графическим 
выражением всего этого и призвана быть дендрограммой). 

В кластер-анализе рассматриваются методы иерархичес-
кого типа, использование которых особенно продуктивно тогда, 
когда требуется иметь в результате не столько разбиение 
анализируемых данных на классы, сколько общее наглядное 
представление о послойной структуре указанной совокупности 
данных. Орудием применения для достижения этой цели служит 
дендрограмма, дерево. Деревом называется связный граф, не 
содержащий циклов. Ее ввел еще XIX  веке Г.Кирхгофф и при-
менил к исследованию электрических цепей. При фик-
сированном числе вершин – n и фиксированном числе компо-
нент -  k существует только один граф 1 1k n kG O K     с макси-

мальным числом ребер, где 1n kK    компонента графа G (полный 

граф с числом вершин 1n k  ), а 10 1k k   компонента графа  G 

(одновершинные графы). Если же нам нужно найти граф G с 
минимальным числом ребер, при фиксированном n и k, то в этот 
класс графов входит и дерево. Такое содержательное 
происхождение имеет дерево). 

В общем случае алгоритмы иерархической классификации 
могут быть двух типов: дивизимная или агломеративная. В 
дивизимных алгоритмах заданное множество Х постепенно, шаг 
за шагом разделяется во все более мелкие подмножества, а в ал-
гомеративных алгоритмах элементы множества Х постепенно 
объединяются на все более большие и большие подмножества. 
Ясно, что алгоритм кластер-анализа, индуцированный моно-
тонными системами, скорее всего, будет дивизимным – на 
рисунке наглядно показано как согласованно, по определенному 
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правилу, шаг за шагом снимаются ребра с заданного полного 
графа   близости, и на нулевом уровне стягивания ребер 
приходим к несвязанному графу (число реберной связности 
 0ST  ) и получаем граф с одновершинными компонентами; 

подобная мысль появится у нас, если внимательно посмотрим на 
крайне правую сторону рисунка – на дендрограмму: ориен-
тированное (нисходящее – движущееся против стрелки по оси 
ординат) дерево иерархии постепенно опускается вниз, па-
раллельно удаляющимся ребрам графа   близости, и вместе с 
этим связные компоненты  близости (кластеры)  пос-
ледовательно становятся несвязными, пока на нулевом уровне 
исходное дерево не превратится во множества изолированных 
точек (одновершинных компонент или кластеров графа   
близости). 

Покажем, что вышеуказанный алгоритм действительно яв-
ляется дивизимным (алгоритм должен быть послойным поро-
говым методом иерархической группировки). 

Взглянем на дендрограмму.  
1) под условие, что на нулевом уровне лежат одно-

вершинные кластеры мы показали. 
Возьмем любой уровень, допустим 7 и 8. Соответст-

вующие кластеры этих уровней - Т9 и Т10. Ясно, что Т9  Т10. 
Под условие 2) доказано, т.е. данная группировка является пос-
лойной. 

Теперь обратимся к уровневой группировке: и покажем 
истинность подусловия 1), которое гласит, что для любых двух 
кластеров (для примера выберем уровень 3) К1 и К2 , из того что 

1 2K K , вытекает, что К1=К2. Не вызывает сомнения, что если 

кластеры на уровне 3 имеют непустое пересечение, то они 
тождественны. 
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Рис. 1. Интерпретация иерархического кластеринга ( *  метод)  с 

помощью компонент графа 
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Остается подусловие 4): дизьюнктивное объединение всех 
кластеров есть исходное множество. Действительно: если 
рассмотрим произвольный уровень (например 4) объединение 
всех непересекающих кластеров одного уровня (2, 1; 3 , 4; 5 и 6) 
дает сходное множество (1, 2, 3, 4, 5,  6). 

Итак метод, по которому мы построили алгоритм, 
является послойным пороговым методом кластеринга, а 
соответствующий алгоритм – дивизимным. 

Мы определили дивизимный алгоритм как алгоритм, в 
котором заданное множество разделяется последовательно на 
подмножества, но возникает вопрос на каком принципе должно 
строиться  это разделение? 

Пусть S - заданное множество и рассматриваем бинарные 
алгоритмы. Дивизимный алгоритм предполагает разделение 
множества S на подмножества *

1S  и *
2S  такие, что: 

   
1 2

* * * *
1 2 1 2, max , .

S S S
S S S S

 
     (6.1) 

А теперь вернемся к нашему методу, внимательно 
посмотрим на крайне левый столбец на рис 6.1.1. Название 

этого столбца – «смежные классы фактор-решетки  W  ». На 
каждом уровне в этих классах находятся те элементы 

  , ,i j W , соответствующие парные связи подграфов   

близости которых (см. II столбец на рис. 6.1.1) подвергаются 
удалению. 

Ставится вопрос: какова последовательность смежных 
классов фактор-решетки по уровням кластеринга (груп-
пировки)? Исходя из формулы (6.1), в которой подчеркивается, 
что на каждом уровне разделение множества протекает таким 
образом, что разделенные подмножества находятся на мак-
симальном расстоянии между собой. Этот принцип соблюдается 
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и в нашем случае: удаляются те связи, которые находятся на 
максимальном расстоянии друг от друга. Но есть одно 
замечание. Сохраняется или нет порядок ранжирования классов 
фактор-решетки по расстоянию   близости во всех случаях без 
исключения? На этот вопрос можем ответить отрицательно. Так 
как само содержание скалярной функции  поясняет, что она 
определяет место, степень принадлежности элемента (в данном 
случае связей) в «коллективе» связей, важность данного 
элемента в подмножестве элементов (связей). Поэтому кроме 
главного фактора разделения на подмножества исходного 
множества по расстоянию или удаления самых отдаленных 
связей, действует и второй фактор, быть может более 
незначительный – местоположение ребра графа   близости, 
плотность окружения других членов подмножества, группы, или 
кластера, в котором находится данная связь. Исходя из этого 
можно сказать, что порядок удаления в методе кластеринга, 
индуцированного монотонными системами не следует точно 
правилу, по которому удаляются ребра, обращая внимание 
только на меру   близости. 

В работе [64] приводится формализованное описание 
самой дендрограммы. Автор ввел отображение   и назвал его 
индексацией иерархии. Индексация иерархии 1: S R   ставит 

соответствие между множеством S s  и числом  S ( S  - 

иерархия, или ее синоним послойный кластеринг) таким 
образом, что:  

1)    0S   тогда и только тогда, когда S  состоит из 

одного эелемента; 
2)     S S    для каждой пары  ,S S   из послойной 

группировки S  такой, что S S  . 



 

154 
 

Пример:    , 1S K S S    , где k  число шагов 

(уровней). 
Если в определении индексации в условии 2) строгое 

неравенство    S S   , то индексация называется строгой. 

Если же индексация строится таким образом,  что 

   S S   , то говорят, что мера близости имеет инверсии. 

Легко можно установить, что представленная на рис. 1 
дендрограмма представляет индексацию послойной группи-
ровки, выраженную формулой  S K   ( k - число уровней). 

 

6.2. Эффективность *  метода кластеринга 
Рядом с графой дендрограммы лежит столбец под наз-

ванием «компонентная функция». Семантически эту функцию 
мы определили выше. Добавим, что в отличие от графического 
задания результатов кластеринга, в указанном столбце ана-
литическим образом, в виде последовательностей объектов 
(вершин), на каждый уровень послойной группировки дается 
перечисление полученных кластеров. Заметим, что в этой 
записи кластеры отделяются друг от друга чертой. И еще одно, 
на высшем уровне иерархии преимущественно рассматривается 
единственный кластер (в нашем частном случае этим единст-
венным кластером является полный граф   близости), а под 
словом кластер подразумевается связная компонента, 
определение которой включает и одновершинные графы. 

Для краткого обозначения рассматриваемого метода клас-

теринга выберем символику и обратимся к нему как « * метод 
иерархического кластер-анализа, индуцированный монотон-
ными системами». Взглянем повторно на рис. 1. Основой, пер-
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вопричиной для начертания указанной таблицы, определяющей 
все другие графы, конечно же, является первая графа – смежные 

классы фактор-решетки W   по конгруэнции  . Выпишем 
значение этого показателя –  

  , ,W
k

i j W





.                                        (6,2) 

Для сравнения *  метода с другими методами кластер-
анализа по степени эффективности «раскроем» указателя скобки 
в выражении (5). 

Здесь нельзя не вспомнить библейскую легенду, в которой 
представлено генеалогическое дерево родословной Ииссуса, 
сына Давидова, сына Авраама (цитирую из Нового Завета от 
Мафея: 

Авраам родил Исаака; 
Исаак родил Иакова; 
Иаков родил Иуду и братьев его; ...) 

Или, другими словами, мы ищем корни, а процесс поиска 
идет в обратном направлении по сравнению с приводимой выше 
библейской легендой. Покажем «генеалогическое дерево» (6.2). 

Запишем формулировку указателя класса   ( ), ,Wi j W



 : 

  
 

 
 , ,

, , .i ij j
i W j W

j j i

i j W n k 
 



   
 

 

            (6.3) 

Преобразуем крайние слагаемые в правой части (6.3): 

 
 

,

, ,i
i W

j

i X j




 




     (6.4) 

 
 

,

, ,j
j W

i

j X i




 




     (6.5) 
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где  ,i X j  и  ,j X i  - весовые (монотонные) функции 

элемента i  и элемента j  ,i j X . В отличие от скалярной 

функции   , ,i j W , которая измеряет близость парных эле-

ментов  ,i j  к множеству   ,W i j W , запись  ,i X j  опре-

деляет близость элемента  i i X  и элемента  j j X  к мно-

жествам соответственно X j  и X i  (скалярную функцию мож-
но интерпретировать и таким образом: степень влияния эле-
мента i  в множестве X j  или важность элемента j  в мно-
жестве X i ). После этих преобразовании (6) перепишется так: 

      
 

 
,

, , , , .ij
i X j j X ii j W

i j W i X j n k j X i   
 

      (6.6) 

Продолжая исследование, запишем еще один, быть может 
главный «этюд», чтобы заканчивая статью показать полную 
картину эффективности алгоритма, соответствующего  методу 
кластер-анализа. Скопируем (6.6) для более глубокого 
рассмотрения: 

      
 

 
, ,,

, , , , .ij
i j X i j Xi j W

i j W i X j n k j X i   
 

      (6.7) 

Первое, что бросается в глаза, посмотрев на соотношение 
(8), это слагаемое, которое свободно от функции  , второй 
член суммы -  

 ,
ij

i j W
n k 



 . Это выражение состоит из двух коэф-

фициентов, один из которых n  - постоянная, а параметр k  мож-
но варьировать, присваивая ему различные значения. 

Пусть задано 6 объектов со списком расстояний между 
ними: 
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Рис. 6.2.1. Полный граф   близости ( 6n  ) 

 
   
     
       
         

1, 2 2

1,3 11 2,3 10

1, 4 14 2, 4 13 3, 4 3

1,5 13,5 2,5 12,5 3,5 3 4,5 3

1, 6 9 2, 6 10 3, 6 9 4,6 10, 5,6 12



 

  

   

    



 

  

   

    

 

Используя теорию монотонных систем для поиска после-

довательностей ядер 1 2, , p   , а затем общеалгебраичес-

кий язык для формирования классов фактор-решетки, ини-
циированной конгруэнцией  , получим набор смежных классов 
для различных вариантов значении параметра k : 

I вариант. Параметр 0k   (8) принимает следующий 
вид: 

    
 

 
,

, , , 6 ,ij
i j W

i j W i X j j X i   


    

и после определенных вычислительных процедур получим 4-ый 
смежный класс: 

           
1 2 3 4

, , ; , , ; , , ; , , .W W W Wi j W i j W i j W i j W       
   

 
   

 

II вариант. Параметр 4k  . (8) перепишется так: 

    
 

 
,

, , , 10 ,ij
i j W

i j W i X j j X i   
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и в результате на выходе будет 5-ый смежный класс: 

           
  

1 2 3 4

5

, , ; , , ; , , ; , , ,

, , .

W W W W

W

i j W i j W i j W i j W

i j W

       

 

   



 
   




 

III вариант. Параметр 10k  . (8) принимает вид 

    
 

 
,

, , , 16 ,ij
i j W

i j W i X j j X i   


    

получим 6-ой смежный класс: 

        1 2 6
, , ; , , ; , , .W W Wi j W i j W i j W     

  


   
  

IV вариант. Параметр  14k  . (8) перепишем таким 
образом: 

    
 

 
,

, , , 20 , ,ij
i j W

i j W i X j j X i   


    

а смежных классов будет всего 7: 

        1 2 8
, , ; , , ; , , .W W Wi j W i j W i j W     

  


   
  

Отображением множества классов фактор-решетки во 
множестве подграфов графа    близости (гл. 5), а затем 
подграфов графа   близости в связанные компоненты 
указанного графа, в результате получим разбиение заданного 
множества (рис. 1, графа под названием «компонентная функция 

 *
SiT »), соответственно с рассматриваемыми вариантами: 

I вариант. Параметр  равняется 0.  
Последовательность подграфов  SiT : 

или      15 11 15 12 15 13 15 15

4 3 2 0

; ; ; ;
; ; ; .

T T T T
T T T T
     

И в итоге получаем – 4- уровневый кластеринг. 
II вариант. ( 4k  ). 
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Последовательность подграфов  SiT : 

15 7 15 8 15 11 15 13 15 15

8 7 4 2 0

; ; ; ; ;
; ; ; ; .

T T T T T
T T T T T
        или 

в результате – 5- уровневый кластер-анализ. 
III вариант. Параметр 10k  . 

Последовательность SiT  принимает следующий вид: 

15 7 15 8 15 11 15 13 15 15; ; ; ;T T T T T      

или   8 7 4 2 0; ; ; ; .T T T T T  

На выходе появляется 6-уровневая послойная 
группировка. 

IV вариант. Параметру k  присваиваем значение 14. 

 SiT  в этом случае запишется следующим образом: 

15 5 15 7 15 8 15 10 15 11 15 12 15 13 15 14 15 15; ; ; ; ; ; ; ;T T T T T T T T T          

или   10 8 7 5 4 3 1 0; ; ; ; ; ; ; .T T T T T T T T  

И результат кластеринга: 8-уровневая иерархическая 
группировка. 

Наблюдая одновременно над варьированием значений 
параметра  и изменением числа иерархических уровней в  
методе кластеринга, придем к выводу, что с ростом по 
абсолютному значению параметра k  соответственно растет 
количество уровней послойной группировки.  

Значение 
параметра 

Количество 
уровней 

0 4 
4 5 

10 6 
14 8 

Рис. 6.2.2. Таблица зависимости количества уровней 
иерархического кластеринга ( * метода)  
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от значения параметра k  
Указанное свойство * метода говорит о высокой степе-

ни эффективности соответствующего алгоритма, так как он не 
только выдает с ростом значение параметра все более детальное 
разбиение совокупности объектов, но и предлагает потребителю 
алгоритма возможность иметь приемлемую для него структуру 
совокупности объектов, зафиксировав предварительно значение 
параметра  k . 

Итак, увеличение параметра k  влечет за собой более 
подробный кластер-анализ задаваемого множества объектов. 
Возникает вопрос: к чему приведет безмерный рост параметра? 
Имеет или нет смысл рассмотреть случай, когда k   ? Для 
этого вспомним соотношение (8): 

      
 

 
, ,,

, , , , .ij
i j X j i Xi j W

i j W i X j n k j X i   
 

     

В этой формуле (в правой части равенства) быстрый рост 
k  прямо не отразится на I и III слагаемых, в отличие от этого 
при k    соответственно и n k   , поэтому второе 
слагаемое  заменяет два других, становится более значимым в 
сумме, чем остальные при k   . Вначале укажем, что число 

членов соответствующей подпоследовательности  H  - квази-

ядер  p  при росте k  увеличивается (в этом можно убедиться 

согласно логическому правилу – так как с ростом параметра рас-
тет количество уровней, а росту количества уровней послойной 
группировки предшествует увеличение числа членов (в пос-
ледовательности) квазиядер  p ). Но увеличивается не только 

число квазиядер, но и значение на порогах   1,i i p
F


 . Теперь 

будет вполне уместным, если обратимся к [53] и приведем 
краткое содержание алгоритма выделения экстремальной 
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подсистемы (ядра) монотонной системы. Алгоритмы выделения 
экстремальной подсистемы – ядра представляет собой итератив-
ную процедуру (итерация – результат повторного исполь-
зования какой-либо математической операции). 

Каждая операция этой процедуры состоит из двух частей: 
I. Сравниваем каждый член последовательности 

  , ,i j H  с порогом z  и находим множество элементов мно-

жества Н, для которых выполняется неравенство 

  , ,i j H z   

II. Для всех элементов ,H H H   , оставшихся после 
первой части процедуры, вновь вычисляются значения весовой 
функции  , т.е. значения     , , , ,i j H i j H     вместо 

    , , , ,i j H i j H   . 

Завершив II часть, приступаем к I части следующей ите-
рации, выбираем элементы множества H  , удовлетворяющего 
неравенству 

  , ,i j H z    

и в произвольном порядке включаются в формируемую пос-
ледовательность элементов множества W ; продолжаем II часть 
процедуры и т.д. 

При k    соответственно растут и пороговые значения 

  1,k k pF


 , ведь i  одно из значений (минимальное) пос-

ледовательности H , на котором рассматривается весовая 
функция, или   , , ki j  , значение которой становится все 

более большим. При стремлении значений параметра к бес-
конечности, в процессе выделения экстремальной подсистемы – 
ядра, II часть итеративной процедуры постепенно теряет смысл, 
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потому что данные которые участвуют в вычислении этой части 
процедуры (расстояние ij  между вершинами графа   бли-

зости или   расстояние), при k    оказываются такими 
постоянными и незначительными величинами, что ими можно 
пренебречь; но тогда вместо последовательности квазиядер мы 
получаем начальные множества W , а вместо пороговых 
значений – значение весовых функций на множестве W  -  

  , ,i j W . Число квазиядер в этом случае будет равно числу 

весовых функции для всех элементов  ,i j  на множестве W , 

или числу всех пар  ,i j на множестве W ; это число равно 

 n p n . Учитывая также замечание, что в формуле (8), в 

правой части, второе слагаемое  
 ,

ij
i j W

n k 


  при k    

оказалось особо значимым и существенным, по сравнению с 
другими членами суммы, мы можем пренебречь значениями 
этих последних и записать последовательность пороговых 
значений: 

   
1,

, , ,
i n

i j W


  где     
 ,

, , ij
i j W

i j W n k 


   . 

Если хорошенько посмотрим на результаты нашего 

исследования *  метода кластеринга при стремлении параметра 

k   в весовой функции k  бесконечности, мы убедимся что 
имеем дело одним из известных односвязывающих методов 
кластер-анализа (подробно см. в конце работы, где будет 

рассмотрено временная и пространственная сложность *  ме-
тода кластеринга). 

Сравнивая алгоритм *  метода кластеринга с описанными 
в [64] иерархическими алгоритмами кластер-анализа, можно 
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сказать что указанный алгоритм имеет некоторые 
привлекательные преимущества, в частности, не требуется 
выбор меры близости между классами, так как в настоящем 
алгоритме вычисляется расстояние только между парами 
объектов; следовательно, можно отложить в сторону такие 
показатели иерархической классификации, как 1) рекуррентная 
формула Жамбю для вычисления расстоянии между классами на 
смежных уровнях; 2) инверсии и редукции при построении 
дендрограммы; 3) не нужно искать и вычислять критерий 
качества разбиения; 4) в отличие от алгоритмов иерархической 
классификации, использующих пороговые значения, где 
последовательность порогов задается заранее или формируется 
в ходе кластеринга, настоящий алгоритм имеет большие 
теоретические ресурсы, в частности, теория монотонных систем 
позволяет создание смежных классов фактор-решетки по 
некоторой конгруэнции  , которые в свою очередь формируют 
уровни послойной группировки. И, наконец, варьированием 
параметра (параметр включен в формулу весовой функции) 
можно автоматически получить как недетальную или 
промежуточную, так и полную, вплоть до исчерпывающих 
разбиений, классификацию (односвязывающий кластеринг), в 
зависимости от желании пользователя. 

После стольких теоретических, точнее аналитических 
исследований естественно возникает вопрос, а имеет ли это 
исследование прикладной характер, можно ли применить его на 
практике? 

Ниже приведена одна из областей, в которой с большой 
эффективностью можно применить кластер-анализ. Эта гео-
логия, поиски и разведка месторождений полезных ископаемых, 
в частности, нефти и газа. 
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В общем случае главная мысль использования методов 
распознавания в геологии состоит в том, что построение 
классификации и классифицирование геологических объектов 
отражают уровень знаний геолога об исследуемых объектах и 
служат средством их сопоставления друг с другом, 
упорядочивания путем группировки по принципу сходства и 
различия. 

На рис. 6.2.3 изображена дендрограмма результатов 
группирования нефтяных залежей различных регионов страны 
по комплексу геолого-промысловых признаков (см. [65]). Этими 
признаками являются: 

- суммарная толщина прослоев пород-коллекторов; 
- проницаемость; 
- количество прослоев коллекторов; 
- отношение суммарной толщины прослоев коллекторов к 

толщине продуктивного  
   пласта; 
- вязкость нефти. 
Для всесторонней ясности приводим некоторые 

специальные определения: 
Пласт – плотный плоский слой почвы. 
Порода – ископаемый минерал, минеральный пласт в 

земной коре. 
Залежь – месторождение полезных ископаемых. 
Вязкий – тягучий, клейкий. 
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Рис. 6.2.3. Дендрограмма результатов группирования нефтяных 

залежей различных районов страны по комплексу геолого-
промысловых признаков 

На рисунке, по горизонтальной оси декартовой системы 
координат задается мера близости между залежами. Чем она 
больше, тем ближе они по признакам и тем быстрее они 
становятся элементами одного, общего кластера. Этот 
объясняется вызвана использованием для измерения меры 
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близости потенциальной функции. Смысл метода потенциалов 
заключается в следующем. Каждый объект может быть 
представлена в признаковом пространстве. Допустим в каждой 
такой точке помещен электрический заряд. В произвольной 
точке М совокупность всех зарядов создает электрический 
потенциал V являющиеся суммой отдельных потенциалов, 
создаваемых каждым отдельным зарядом. Величина потенциала 
вычисляется таким образом: 

0

1 ,
4

i
i

i ii

qV V
r

    

где iq  - заряд в точке iP , ir  - расстояние от точки ip  до точки 

М. В этой последней точке потенциал будет равен 
бесконечности. Теперь оставим физику и вернемся к 
распознаванию. Пусть задана в признаковом пространстве 
группа точек, отображающих некоторый образ и выглядит она 
как потенциальное поле, отделенное от другого поля, 
отображающее другой класс глубокой долиной, потенциал 
которой минимален или равен нулю. Эта долина будет границей 
раздела между классами. Введем функцию  1 2,k x x  и назовем 

потенциальной функцией (см. [66]). В частном случае  

 1 2 2

1,
1

k x x
r




, где r - расстояние между 1x  и 2x ,  - 

коэфициент. Чем больше по значению потенциальная функция 

 1 2,k x x , тем ближе находится точка 2x  от  точки 1x  и 

наоборот, малым по значению  1 2,k x x  соответствуют дальние 

по расстоянию точки 1x  и 2x  (в роли М выступает точка 1x ) 

или, другими словами, в один класс (содержащий 1x ) попадают 

те ix , для которых  1 2,k x x  принимает высокие по абсо-
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лютному значению величины. Этим объясняется убывающая 
числовая шкала на оси абсцисс. Выше изложенным суждением 
объясняется антиномия между двумя взаимоисключающими 
понятиями. 

Вертикально перенумерованные месторождения согла-
сованы с залежами. Римскими цифрами обозначаются группы 
залежей, имеющие подобные геологические свойства. И, 
наконец, индексация иерархии дается следующей формулой 
   1 2,V S K S S , где  1 2S S S  . 

 

6.3. Алгоритмическая сложность *  метода кластер-
анализа 

В математической теории программирования существует 
раздел, изучающий характеристики исполнения алгоритмов. 
Главные из этих характеристик – время и объем памяти, 
используемые алгоритмом. Допустим,  nh x  - время работы 

алгоритма С на входных данных x D  (под словом время 
работы алгоритма подразумевается количество элементарных 
тактов, выполняемых на некоторой модели вычислительного 

устройства),  x
nq  - объем памяти (на вычислительном устройст-

ве количество ячеек), используемый алгоритмом С, а x  - обоз-

начает размер входных данных х. 
Определим функцию, зависимую от размера данных  n : 

    
    

sup ; , ,

sup ; , .
c n

c n

T n h x x D x n

Q n q x x D x n

  

  
 

После общего определения можно обратиться к конкрет-
ным математическим структурам. Если рассмотрим в алгоритме, 
в качестве данных произвольный граф ,G V E , то под раз-
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мерностью задачи можно осмыслить V . Сложность алгоритма 

в этом случае можно установить как функцию f , такую, что 

 f n  равно наибольшему числу шагов алгоритма для 

произвольного графа с n  вершинами. Размерностью данных 

можно принять также пару ,V E , в этом частном случае 

сложность алгоритма будет выражена функцией двух 
переменных  ,f n m  и равна наибольшему числу шагов, 

выполняемых алгоритмом для произвольного графа с n  
вершинами и m  ребрами. 

Можно уточнить понятие «шаг» (в указанном выше 
контексте). Машинные команды компьютера, такие как перенос 
слова из памяти в буфер и, наоборот, арифметические операции 
сложения, вычитания, умножения и деления, условные 
переходы, операции ввода-вывода, косвенная адресация, 
выполнение каждой из этих операций мы будем называть шагом 
алгоритма. Здесь можно заметить, что при вычислении 
сложности алгоритма, мы не ограничимся точной сложностью, а 
обратим внимание на скорость увеличения числа шагов 
алгоритма, когда размерность задачи неограниченно растет (мы 
допускаем, что и память компьютера и длина записи в ячейке 
неограниченны). 

Сравнивая две функции  f n  и  n  по скорости роста, 

можно пользоваться следующим обозначением:  

    0f n n  существует , 0k const N  , такие что 

    , .f n k n n N     
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    f n n  существует , 0k const N  , такие что 

    , .f n k n n N     

Ясно, что     f n n   равенство имеет место тогда 

и только тогда, когда     0n f n  . 

Как известно толчок к становлению и развитию теории 
графов дал известный математик Л.Эйлер. В XVIII веке в г. 
Кенигсберге было 7 мостов через реку. Эйлер заинтересовался 
вопросом – можно ли, прогуливаясь по Кенигсбергу, пройти 
через каждый мост точно по одному разу? В «Задаче о 
кенигсбергских мостах» граф, свойство которого пройти его 
весь непрерывным движением, не проходя одно и то же ребро 
дважды, было названо Эйлеровым графом в честь великого 
швейцарского ученого (см. [67]). 

Прежде чем говорить о компьютерном представлении 
графов, которое прямо связано с эффективностью алгоритма, 
можно вспомнить еще одну историю, первопричиной которой 
является развлечение. Мы ознакомим вас с кратким очерком из 
биографии одного из главных создателей персональных 
компьютеров С.Джобса (см. [68]). «Джобс, проучившись лишь 
один семестр в Рид-коледже в Орегоне, в 1972 году забросил 
учебу и нашел место в «Атари» - одной из ведущих компаний, 
разрабатывающих первые компьютерные видеоигры». По 
высказываниям многих выдающихся людей, высшая оценка 
работы мастера часто выражалась такими словами: «Работает, 
как играет», «Строит играючи» и т.д. Не отрываясь от главной 
темы, скажем, что занимательное зрелище, привлекающее 
внимание, или игровая компонента при созидательной работе 
могут привести человека и, возможно, «искусственный 
интелект» к новациям, открытиям. 
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Мы начинаем рассмотрение структур данных для представ-
ления графов в компьютере с матрицей инциденции по причине 
того, что она является самым неудобным методом (см. [69]). 

Задан граф ,G V E , неориентированный, число ребер 

соответственно равно: V n  и E m . На языке программи-

рования мы можем хранить элементы матрицы в массиве. Этот 
массив будет находиться в памяти машины в виде множества 
ячеек. Матрица, каждый элемент которой 0 ли 1 называется 
бинарной. Матрица инциденции - эта матрица с n  строками, 
соответствующими вершинам и m  столбцами, соответствую-
щими ребрам. В столбце, соответствующем графе ребра {a, b}, 
запишется 1 (в ячейках согласованных со строкой а и со строкой 
b), а в остальных строках столбца {a, b} , ставим нули.  

Мы упомянули выше о неудобстве представления графов 
в компьютере в случае матрицы инциденции. Основным 
минусом этого способа представления является объем памяти, 
требующий n m  ячеек, из которых определенное число 
заполнено нулями (несвязные пары вершин). Труднодоступным 
покажется нам и поиск существования заданного заранее ребра. 

Совсем противоположная картина, когда способом пред-
ставления графа рассматривается матрица смежности. Она зани-
мает объем памяти с размером n n . Бинарная  n n  матрица 

смежности  A A G  определяется следующим образом: 

1,
0,ij

если вершины i и j смежны
a

в противном случае


 


 

где ija  - элемент матрицы А. По причине того, что матрица 

смежности графа  G A G   симметрична, компьютерное пред-

ставление графов в виде матрицы смежности уменьшает объем 
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памяти до  1
2

n n  . Доступ к нужной информации, в частности, 

вопрос о существовании определенного ребра нельзя считать 
сложной процедурой, наоборот, процесс поиска можно за-
вершить всего за один шаг. Это еще одно преимущество указан-
ного метода представления. 

Кстати, именно с помощью матрицы смежности представ-
ляем граф   близости в программной реализации алгоритма, 
соответствующего иерархическому методу кластер-анализа, 
индуцированного монотонными системами. 

Эффективным способом является метод представления 
графа с помощью списка пар, соответствующих его смежным 
вершинам. 

     

 

1 
 

2 

1 3 
1 4 
2 3 
2 4 
3 4 

 
Рис. 6.3.1. Представление графа с помощью списка пар, 

соответствующих его вершинам 
На рисунке хорошо видна простота и визуальная четкость 

этого способа представления.  
Наилучшей стороной метода является его 

пространственная сложность в случае большого числа вершин 
(объем памяти равен 2m , где m-количество ребер). Данный 
способ представления можно модифицировать, упорядочив 
лексикографически, а в случае графов близостей - и по рангом 
величины связности. 
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Большой интерес вызывает метод представления данных, 
называемый списком смежности графа или структурой 
смежности для графа; начало каждого списка содержит 
вершины из множества v V . Для каждой вершины v , строка 

состоит из всех таких вершин u , что v u  (или пара  ,v u  

является смежными вершинами) для каждой последней записи, 
в конце строки пишется точка. В случае неориентированного 
графа пара вершин  ,u v  встречается дважды: через вершину v  

в строке, начальным элементом которой является v , и через 
вершину u  в строке – начальной вершиной которой будет u . 
Множество таких строк (записей) называется структурой 
смежности для графа, или список смежности графа. Для списка 
смежности графа близости необходимо, чтобы порядок каждой 
записи (строки) был согласован с упорядочением связей. 

Часто во многих алгоритмах в ходе классификации 
структура графа меняется удалением или добавлением ребер. В 
этом случае в строке, начальным элементом которой является v , 
записывается указатель на элемент u , как и в строке списка, с 
начальным элементом u  добавляется указатель на элемент v . 
Удаляя некоторый элемент из списка, можно удалить и 
симметричный ему элемент, который фактически является той 
же самой связью. 

Мы можем воспользоваться рисунком и начертить 
структуру смежности для графа  близости. 

На рис. 6.3.1 показана структура данных (графа   
близости) с помощью метода списка смежности. Штриховой 
линией выделен подграф Т8 - результат 6-уровневого кластер-

анализа ( * метод); параметр k  в формуле весовой функции 
равняется 10 (III вариант). 
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Рис. 6.3.2. Структура смежности графа   близости 

И, наконец, объем памяти для представления графа бли-
зости с помощью списка смежности, как показано на «прямо-
угольной таблице» (рис. 6.3.2), будет порядка  0 m n . 

Настало время вычислить сложность алгоритма. Обозна-

чим через  * ,f V E


 временную сложность, а через  * ,q V E


 

- пространственную сложность алгоритма. Вначале вычислим 

 ,f V E . Установим такой порядок вычисления: разделим 

алгоритм на 2 части: процедура построения экстремальных под-
систем (ядер) монотонной системы, обозначим ее как процедуру 
А, и процедура кластер-анализа – процедура Б. Каждая часть 
подразделяется на отдельные шаги, вдоль которых записывается 
количество элементарных тактов компьютера с краткими 
комментариями. 

Процедура А. 

1. Ввод данных:
2V  

2. Пересылка в массив:
2V  
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3. Вычисление трех слагаемых весовой функции  : 

   1 1 2 2E V V V E         

4. Операция вычисления границ классов: 

  1 2V E   

5. Формирование классов, операции сравнения граничных 
значений: E  

Процедура Б. 
Перед тем как сделать запись шагов, более удобно 

проследить блок-схему, которая прилагается к статье. 
Учитывая сказанное выше, к записям добавляется 

соответствующий номер блока из блок-схемы (рис. 6.3.3). 
1. Зафиксируем класс: 1; блок 1. 
2. Обнуляем все элементы указанного класса (удалением 

вершин класса удаляются все ребра, инцидентные этим 
вершинам):  V E ; блок 2. 

3. Кончилось рассмотрение всех пар  ,i j ?: 2, блок 3. 

4. Кончились все классы:  2, блок 4. 
5. Вывод всех связанных компонент: E ; блок 5. 

6. Нет. Вывод всех связанных компонент: 1E  ; блок 6 

7. Переход к шагу 1: 1; блок 1. 
7’. Рассмотрим пару (К8, К9) из данного класса: 1; блок 7. 
8. Поиск класса с вершиной К8 (подпрограмма ВСКГ): 

V E ; блок 8. 

9. Ищем компоненту из предыдущего поиска, имеющую 
общую вершину с KLAS (K8, *): V ; блок 9. 

Обозначение найденного класса через  KLAS (p, *). 
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10. Вычисление количество вершин класса  KLAS (K8, *) 
и класса  KLAS (p, *):  3; блок 10. 

11. Удаляем все вершины компоненты KLAS (K8, *) 
(одновременно удаляются все ребра, инцидентные этим 
вершинам): V E ; блок 11. 

12. Входит или нет вершина К9 в состав элементов класса  
KLAS (p, *): V ; блок 12. 

13. Вывод всех тех компонент, которых не коснулись 
изменения: E ; блок 13. 

14. Применим подпрограмму для вершины К9, как 
фактическому параметру ВСКГ подпрограммы и находим 
компоненту KLAS (K9, *): V E ; блок 14. 

15. Поиск компоненты, с которой KLAS (K9, *) имеет 
общий элемент; находим KLAS (q, *): 1E  ; блок 15. 

16. Имеют или нет компоненты KLAS (q, *) и KLAS (K9, 
*) равное число вершин?: 3;  блок 16. 

17. Вывод всех компонент, которых не коснулись 
изменения: E ; блок 13. 

18. Уменьшим состав элементов компоненты KLAS (q, *) 
следующим образом: удаляем все вершины компоненты KLAS 
(q, *), совпадающей с вершинами компоненты KLAS (K9, *) :  
2 1E V  ; блок 18. 

19. Вывод всех компонент, которых не коснулись 
изменения: E ; блок 13. 

20. Переход к шагу 2: 1; блок 2. 
21. Уменьшим компоненту  KLAS (q, *):  2 1E V  ; 

блок 18. 
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[ ( , ), ]j i W

Рис. 6.3.9. Блок-схема процесса кластеринга (процедура Б) 
 
22. Входит или нет вершина К9 в состав элементов KLAS 
(p, *) (операция сравнения вершин): 1V  ; блок 19. 
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23. Да. Вывод всех компонент которых не коснулись 
изменения: E ; блок 27. 

24. Нет. Выполнение подпрограммы для фактического 
параметра К9: V E ; блок 20. 

25. Имеют или нет компоненты KLAS (K8, *) и KLAS (K9, 
*) общую вершину? 1V  ; блок 21. 

26. Да. Удаляем все вершины компоненты KLAS (K9, *):  
V ; блок 22. 

27. Вывод всех компонент, которых не коснулись 
изменения: E ; блок 27. 

28. Переход к шагу 3: 1; блок 3. 
29. Нет. Поиск компоненты, с которой KLAS (K9, *) имеет 

общую вершину; находим KLAS (p, *):  1V  ; блок 23. 

30. Имеют или нет компоненты KLAS (K9, *) и  KLAS (p, 
*) равное число вершин?: 3; блок 24. 

31. Нет. Уменьшим компоненту KLAS (K9, *) следующим 
образом: удалим все вершины KLAS (p, *),  совпадающие с 
элементами компоненты KLAS (K9, *):  2 1E V  ; блок 26. 

32. Переход к шагу 27: 1; блок 27. 
33. Да. Удаляем все вершины компоненты KLAS (K9, *) : 

V ; блок 25. 

34. Переход к шагу 27: 1; блок 27. 
35. Переход к шагу 3: 1; блок 3. 
Осталось вычислить суммарное значение временной 

сложности или функцию  * ;f V E


: 
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*

2 2

2 2 2

2 2

; 0 2 1 2 2 1 3

max max , 1 3 max , 2 1 3 ,

2 1 1 max , 1 max , 1 3

max ,

2 1 27 }}}} 0 2 8 8 3

0 2 7 11

f V E V V V E V E E E E V V

V E E E V E E E V E переход

E V V E E V V V E V

V E переход

E V переход E V E E V E E V

V E E


              

           

            

  

           

    V

       Итак 

   *

2 2; 0 2 11 7 .f V E V E V E


     

Пространственная сложность  * ;q V E


 

Вначале мы выпишем все массивы, которые используются 
в программе: 

           
         

       
             

, ; , ; , ; ; ; 1 ;

1 ; 1 1 ; 2 1 ; 1 1 ; 2 1 ;

1 ; 1 1 ; 2 1 ; 1 ;

2 1 ; ; ; ; ; 21 1 ; 22 1 .

MAC N N A N N KLAS N N AMAC N DD N PP K

PI K MAC K MAC K MACM K MACM K

PMIN K PI K PI K DAN K
DAN K C N CHEL N NOM N SOM N MP K MP K

где, индекс  22 1
, 1 ; 5 1 1

2
N N

N V K K K


    . 

Подсчитаем объем памяти, необходимый для каждой 
переменной. 

1.  ,MAC N N занимает объем памяти  размером 
22N V . 

2. Булевая матрица  ,A N N  также имеет размер памяти 
2V . 

3. Для  C I  выделяется 2 E ; память (каждая   , ,i j W  

порождает E  пару монотонных функций:  , \i W j  и 

 , \j W i ). 
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4.  PP I и  PI L  - векторы с размером 1K E , так как 

количество вторых слагаемых в весовой функции    , ,i j W , 

как и количество весовых функций, будет равно E . 

5.  1MAC I  и  2MAC J  - компьютерные векторы, каж-

дый из них имеет размер V (о содержании этих переменных 

можно сказать, что они выражают пару индексов, соответ-
ствующих связей). 

6.  DAN Q число порогов, максимальный размер которого 

E .  и   2DAN Q  показывают индексы соответст-

вующих массивов, которые в свою очередь представяют раз-
личные ребра графа   близости. Они имеют размерность V . 

7.  1MACM I  и  2MACM J  - индексы минимальных 

значений весовых функций. Они имеют размерность 1: V . 

8.  PMIN I - минимальное значение весовой функции. 

Так как W  состоит из вложенных множеств 

1 2 nW H H H    , то число минимальных значений будет 

всего E . 

9.  ,KLAS N N  - первый индекс обозначает количество 

кластеров, а второй - число элементов в кластере, всего 
2V  яче-

ек памяти. 
10.  SOM I  и  NOM J  промежуточные переменные 

имеют размерность 1: V . 



 

180 
 

11.  21MP I  и  22MP J  показывают индексы соответст-

вующих массивов, которые в свою очередь представляют связи 
графов   близости. Ясно, что их размерность будет 1: V . 

12.  1PI I  и  2PI I  - промежуточные переменные, ис-

пользованные в процедуре выделения ядра и имеют раз-
мерности  1: E . 

13.  AMAC I  - промежуточная переменная, которой поль-

зуются в процедуре Б, где рассматривается процесс класси-
фикации. Содержательно она означает классы и имеет раз-
мерность V . 

И, наконец, мы можем суммировать проделанную нами 
работу и вычислить функцию пространственной сложности 

алгоритма *  (соответствующий метод кластер-анализа, 
индуцированного монотонными системами): 

 
 

*

2 2

2 2 2

, 2 2

3 8 11 0 .

q V E V V E E E V V E V V V E

V V E E V V V V V V E V V


            

            
 

Заканчивая рассмотрение алгоритмической сложности 
алгоритма, нельзя не отметить значимость подпрограммы ВСКГ 
(аббревиатура расшифруется как выделение связанных 
компонент графа) в программной реализации указанного метода 
кластер-анализа. Ниже приводится описание подпрограммы 
ВСКГ. 

Особый интерес представляет подпрограмма, в которой 
изложена процедура выделения компонент графа (компонента 
графа – максимальный связанный подграф графа). 

Общая идея этой процедуры состоит в следующем. 
Начинается поиск с некоторой фиксированной вершины КБ. 
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Затем выбираем произвольную вершину J20, смежную с К6, и 
повторяем указанный процесс от J20. Допустим, находимся в 
вершине J. Если существует новая (еще непросмотренная) 
вершина J, то мы рассматриваем эту вершину (она перестает 
быть новой) и, начиная с нее, продолжаем поиск. Если не 
существует ни одной новой вершины, смежной с J , то мы 
обозначаем вершину J как использованную, возвращаемся в 
вершину из которой попали в J , и продолжаем процесс (если 
=К6, то поиск закончен). 

В первом блоке, начиная с вершины К6, ищем 
неиспользованную вершину, смежную с К6. Если есть такие 
вершины, то мы накапливаем их в массиве SOM(J), обозначаем 
такую вершину через J20 и продолжаем поиск. Если же нет 
таких вершин, или все они использованы, то отметим через J20 
и продолжаем поиск. Если же нет таких вершин, или все они 
использованы, то отметим через К10 число таких вершин, и 
перебросим все эти вершины из массива SOM(J) в массив 
KLASS(V3,J), после чего увеличиваем число компонент на 
единицу CHIS=CHISH, и возвращаемся из подпрограммы через 
оператор RETURN в главную программу. 

Допустим, нашли вершину J20, смежную с К6. Во втором 
блоке продолжаем поиск с вершины J20. Выполним анало-
гичную процедуру на вершину J20, т.е. ищем неиспользованную 
вершину, смежную с J20. Если существует такая вершина, то 
увеличиваем число вершин на единицу К10=К10+1, а в массиве 
SOM появляется еще один элемент – вершина компоненты 
графа SOM(К). 

Допустим, нет больше таких элементов, тогда в очереди 
стоит третий блок. Введем индекс К20, увеличивая его значение 
на единицу К20=К20+1. Введем массив NOM – множество 
крайних точек компонент; напишем следующее присваивание 
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NOM(K20)=SOM(K10); идем назад к массиву SOM и 
возвращаемся на предыдущую вершину.Обозначим через L4 
вершину со всеми крайними вершинами: L4-NOM(J)? Если – 
«да», тогда переходим к предыдущему элементу массива SOM 
(изменяется индекс IN=IN-1) и запишем следующее присвоение 
L4=SOM(IN). Если же нет больше совпадающих с крайними 
вершинами элементов массива SOM, тогда зафиксируем индекс 
последней такой вершины через К20 и переходим к IV блоку. 

В IV-ом блоке, подпрограммы для направленной обратно 
некрайней вершины L4 повторяется процедура, использованная 
в I-ом: ищем вершину, смежную с L4; если найдется такая 
вершина, тогда производится переход на II блок, если же нет – 
увеличивается число крайних вершин на единицу (К20=К20+1); 
запишем следующее присвоение NOM(K20)=L4  и производим 
переход на III блок. 

Алгоритм: 
1. 10 1; 20 0; 1; 1 0; 1 0.K K IN N N      

2.   6.SOM IN K  

3. 1.J   

4. Если   6 6,1 0I K MAC K     ложь, тогда 

производится переход на шаг 7. 
5. 1.I   

6. Если  SOM J I   ложь, тогда переход к шагу 13. 

7. 1.I I   
8. Если  I N  ложь, переход к шагу 4. 

9. Вывод    3, , 1, 10.KLAS V I SOM I I K   

10. 10;KIS K  
    1;CHIS CHIS   

      6.AMAC CHIS K  
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11. Выход из программы (на языке программирования 
RETURN  (возврат), управление передается оператору в 
основной программе, следующему за оператором, откуда была 
вызвана подпрограмма). 

12. Конец (на языке программирования - END ) 
13. 20 .I I  
14. 1; 1; 0;IN IN IN IN N NI      

      10 10 1; 10 20.K K SOM K I    

15. 1.I   

16. Если    20 20,1 0I I MAC K     ложь, тогда 

переход к 19. 
17. 1.J   

18. Если  SOM J I  ложь, тогда переход к 21. 

19. 1.I I   
20. Если I N  истина, тогда переход к 24, если ложь, 

тогда переход к шагу 16. 
21. 1.J J   
22.Если 10J K   ложь, производится переход на шаг 18. 
23. 20I I , переход к шагу 14.24.25. 
26. Если 1IN   истина, тогда переход к шагу 4. 
27. 1.J   
28. Если 20J K  истина, тогда переход к шагу 25. 
29. 1.J J   
30. Если 20J K  ложь, тогда переход к шагу 28. 

31. Если   4 4,1 0I L MAC L      ложь, тогда 

переход к 36. 
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Рис. 6.3.4. Блок-схема подпрограммы ВСКГ 
 (выделение связанных компонент графа) 
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32.Если  SOM J I  истина, тогда переход к шагу 31. 

33. 1.J J   
34. Если 10J K   ложь, тогда переход к 32. 
35. 20I I и производится переход на шаг 14. 
36. 1.I I   
37. Если I N  ложь, тогда переход к шагу 31. 
38. 20 20 1K K   

39.  20 4NOM K L  и производится переход на шаг 31. 

 
6.4. Методы кластеринга, основанные на связности.  

Таблица оценок временной и пространственной 
сложности алгоритмических реализаций  

методов кластер-анализа 

 Для сравнения разработанного нами * метода кластер-
анализа с другими методами подобной тематики, мы 
попытаемся сделать краткий обзор алгоритмов иерархического 
кластеринга, с использованием методов теории графов, замечая  
при этом, что настольной книгой, которой будем пользоваться, 
служит [63]. 

Самыми популярными методами вышеуказанного вида 
являются односвязывающие и полносвязывающие методы. 

Название «односвязывающие» взято по причине того, что 
каждый элемент (вершина) из рассматриваемого кластера связан 
с остальными элементами (вершинами) из этого же кластера по 
крайней мере одной связью. По рис. 6.2.3, можно сразу 

убедиться что * метод кластеринга входит в класс односвя-
зывающих процедур (напомним, что чередующаяся после-
довательность: 1 1 2 2 1, , , , ,l lv l v l l v    вершин и ребер графа, такая 
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что  1 1,i i il v v i l  ), называется маршрутом, соединяющим 

вершины lv  и 1lv  ; маршрут можно задать как последова-

тельностью вершин 1 2 1, , iv v v  , так и последовательностью 

ребер 1 2, , il l l . Граф называется связным, если любые две его 

несовпадающие вершины соединены маршрутом. 
Односвязывающим способом является и алгомеративной 

*  метод (см. [1], стр. 90) кластер-анализа, в котором объеди-
няется ближайшая пара, чтобы образовать кластер. Иерархи-
ческую группировку связывающего метода можно визуали-
зировать, эффективно представляя ее дендрограммой (рис. 
6.2.3). 

В добавление к односвязывающему существуют еще и k-
связывающие методы. Потребность в этих последних возникла в 
связи с недостатками односвязывающей процедуры. Ниже мы 
приводим определение и характеристику этих методов. 

Степенью вершины графа G называется число 
инцидентных ей ребер. Для 1k   k -связка  ,G V E - это макси-

мальный индуцированный подграф A , у которого каждая 

вершина из А имеет на графе A  степень, не меньшую k (если 

множество вершин А есть U, а множество его ребер совпадает с 
множеством всех ребер графа G, оба конца которых при-
надлежат U, то А называется индуцированным (или порож-
денным) множеством U). 

Для 1k  , k-компонента  ,G V E - это максимальный 

индуцированный подграф A , имеющий следующее свойство: 

для всех разбиений А на две части А1 и А2 существует по край-



 

188 
 

ней мере k связей из Е, каждая из которых инцидентна неко-
торой вершине из А1 и некоторой вершине из А2. 

Определим k  таким образом: для 1k   отображение  k –

связки  :k Y   (отображение из множества Y  всех графов во 
множество Y  всех подмножеств множества вершин) такое, что 

   
  

|

|
k G A A k связка G

v v V не принадлежит никакой k связке G

    

  
 

Подобным образом определим и  k G , где k  отобра-

жает множество всех графов    во множество подмножеств V 

или  :k  ; 

   
  

|

|
k G A A k компонента G

v v V не принадлежит никакой k компоненте G

    

  

Используя определения пороговых послойных методов кластер 
– анализа, можно записать * :

k
 ZP : (отображение множества 

всех графов во множестве послойных группировок) 

        *
0 1 1, , ,

k S S EG T T T    , 

где   - графический метод уровневого кластеринга; в этом слу-

чае говорят, что : ‡   описывает  * :
k

 ¶ . 

Аналогично можно представить пороговый послойный 
метод кластеринга: * :

k
 ZP , характеризуемый k-компонент-

ным отображением  k . 

Обратим внимание, что как *
k
 , так и *

k
  являются иерар-

хическими методами кластеринга. 
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Выше мы определили связный граф. Пусть задан полный 
n-вершинный граф nK  и простой цикл, также с n-вершинами 

nC . Возникает естественный вопрос, который из этих двух nK  

и nC  «сильнее»  связан при 3n   (если 3n  , то nK  и  nC  

одинаково связаны)? 

 
Рис. 6.4.1. Сравнение графов К4 и С4 по связанности 

Без сомнения, K4 «сильнее» связан, чем Cn, а причина это-
го состоит в том, что у К4 имеется больше ребер, чем у Cn. 

Числом вершинной связности  G  графа называется 

наименьшее число вершин, удаление которых приводит к нес-
вязному или одновершинному графу. Например,  1 0K  , 

  1nK n   ,   2nC  . Из этих соотношений вытекает анали-

тическое доказательство «сильнее» связности nK . Действи-

тельно, при 3n       n nK C   или 1 2n   , при  3n  . 

Вершина v  графа G называется разделяющей, если граф 
G–V имеет больше компонент, чем G. Например, если граф G 
связан и v -разделяющая вершина графа, то G–V граф не связан. 

Максимальные относительно включения элементы 
множества связных подграфов, не имеющих разделяющих 
точек, называется его блоками. 

Подмножество V   вершин графа G называется кликой, 
если любые две входящие в него вершины смежные, или если 
индуцированный подграф  G V   является полным. 
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К-блоком A  называется максимальный k-связный инду-

цированный подграф графа   ,G V E . 

Для 1K   отображение К-блока   :G    задается 

следующим образом: 
   
  

|

|

G A A k блок G

v v V не содержится ни в каком k блоке графа G

    

  
 

Аналогично отображает  k -клику  выражением: 

   
 



| , 1

|

,

k G A A k клика графа G причем А К

v v V не содержится ни в какой

клике графа G имеющей более k вершин

      

 



 

Отображая множество всех графов близости P  во мно-

жестве послойных группировок Z  с помощью  G , мы по-

лучим отображение * :
k

  ZP , в котором пороговый послой-

ный метод кластеринга описывается графическим уровневым 
методом кластер-анализа. Подобно введенному выше отобра-
жению, метод * :

k
 ¶ , описываемый  , называется 

методом кластеринга  k -клики. 
Интересно, что для *2

k
k   не является иерархическим, 

потому что не соблюдается условие уровневого кластеринга – 
дизъюнктивное объединение кластеров покрывает V. Указанный 
метод называется k-перекрывающим. Перекрывающими являют-
ся также *

k
  для 1k  . Ниже дается рисунок, на котором изоб-

ражен результат применения метода кластеринга 2-клики: 
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Уровни 
расщепле-

ния Р 

Результат применения 
метода кластеринга 

2-клики 

Пороговые графы 

SiT  

10 
9 
8 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 

  

Рис. 6.4.2. Перекрывающая послойная группировка 
Опять таки, различные кластеры одного уровня пе-

ресекаются: например, на 5-ом уровне расщепления, хотя они 
покрывают    1 2 3 2 3 4 5, , , ,V v v v v v v v   , но пересечение двух 

кластеров    1 2 3 2 3 4, , , , 0v v v v v v  , поэтому указанный метод, 

как и *
k

  не является иерархическим в отличие от методов 
* *,
k k

  , а также *  и  * . 

Заканчивая этот раздел, нельзя не затронуть теорему 2 из 
[63], которая гласит: 

Для всех 1k   каждый член последовательности 

 * * * * *, , , ,
k k k k

     пороговых послойных методов кластеринга 

является уточнением каждого последующего члена после-
довательности. 

Слово «уточнение» связано с уровневым кластерингом. 
Действительно уровневая группировка L  множества V  
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является уточнением уровневой группировки L  множества 

 V L L  . Если для любого M L  имеем M L   для 

некоторого M L . 

 
Рис. 6.4.3. Классификация на графе 

На рис. 6.4.3 изображен граф G , классификация которого 
приводится ниже: 
компоненты:   1, 2, ,12 , 13, ,16 ;   

2 – связки:   1, ,11 , 14,15,16 ;  

2 – компоненты:     1, , 7 , 8, ,11 , 14,15,16 ;   

2 – блоки:        1, ,5 , 5, 6, 7 , 8, ,11 , 14,15,16 ;   

2 – клики:          1, 2,3, 4 , 3, 4,5 , 5, 6, 7 , 8, ,11 , 14,15,16 .  

Ясно, что формулировка теоремы 2 не вызывает сомнне-
ния, в частности, произвольный кластер, допустим, {1, 2, 3, 4, 5} 
2-клики уточнения кластера {1, ..., 5} 2-блока, который, со своей 
стороны, есть уточнение кластера {1, ..., 7} 2 компоненты, а пос-
ледний уточняет кластер {1, ..., 11} 2-связки, который, со своей 
стороны, уточняет последующий и окончательный кластер в 
этой последовательности пороговых послойных кластеров - {1, 
2,..., 12}. 

При рассмотрении послойных методов кластеринга воз-
никает вопрос – можно ли построить послойную группировку, 
основываясь только на связности индуцированных пографов 
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близости графа? Автор ([63]) решил этот вопрос следующим 
образом: он не обратил внимания на порядок связей графа 
близости, рассмотрел уровни связности графа близости и взял 
связность в качестве параметра при построении послойной 
группировки с помощью отображений *: ¶  (множества 

графов близости во множество послойных группировок). 
В результате получилось 3 метода послойного класте-

ринга на основе 3 различных мер интенсивности связности:  k -
связки,  k -компоненты,  k -блока. 

На рис. 6.4.4 изображена последовательность  k -блоков (k 
=1, 2, 3, 4). Как и в предыдущей части этого раздела, определим 

   ,k kG G   и  k G , как  k-связку, k -компоненту и  k -

блок, объединяя их тривиальными кластерами соответственно 
те вершины, которые не вошли ни в одну  k -связку, k -
компоненту и  k -блок. 

 
Рис. 6.4.4. Частично пересекающаяся 

последовательность k –блоков для  k=1, 2, 3, 4 
 
4 – блоки {6, 7, 8, 9, 10}; 
3 – блоки {1, 2, 3, 4}; {14, 15, 16, 17}; {10, 11, 12, 13, 

14, 15}; 
2 – блоки {1, 2, 3, 4, 5}; {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 

15, 16, 17, 18, 19}; 
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1 – блоки {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 
16, 17, 18, 19, 20} 

 
Теорема 4. ([63]). Пусть для любого 1n    и для любого  

графа  ,G V E   , для которого V n  объектов 

        
        
        

1 1

1 1

1 1

, , , ,

, , , ,

, , , .

n n

n n

n n

G G G G

G G G G

G G G G

   

   

   



















 

Тогда каждая из    ,G G   и  G  является пос-

лойной группировкой  V . 
На практике, при кластеринге, потребитель может 

пользоваться как способом упорядоченности связей в Е (задан 
граф близости  ,G V E ), так и интенсивности связности 

пороговых подграфов SiT . Другими словами, специалист по 

распознаванию имеет возможность найти не только уровневую 
группировку  k SiT  для всех уровней расщепления  0 iS E 

, но и для всех интенсивностей связности 1 k V  . На рис. 6.4.5 

изображен массив указанных уровневых группировок 
(подобную таблицу можно начертить и для уровневых 
группировок  k-связки -  и  k –компоненты -  k SiT ). 

И, наконец, для нас исключительно интересен  метод 
кластер-анализа в контексте послойных методов кластеринга, 
основанных как на упорядоченности связей, так и на 
интенсивности связности. Тут мы можем дать преимущество  
методу. 

 

*

*
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Уровни связности 

Рис. 6.4.5.  Массив уровневых группировок, построенный на 
основании порядка связей и интенсивности связности для графа 

близости 
При рассмотрении монотонных систем мы подчеркнули 

семантическую суть монотонной (весовой) функции 
  , ,i j H . Положение таково, что повторением внутреннего 

смысла весовой функции   можно лучше охарактеризовать * -
метод кластер-анализа и тем самым выделить то преимущество, 
чем указанный метод превосходит другие методы подобного 
рода. Действительно, результат скалярной функций - это число, 
которое измеряет близость парных элементов к подмножеству 
Н, вес, степень влияния элемента на подмножество Н или 
«значимость», «важность» пары   ,i j  в «коллективе» парных 

элементов множества Н. Если слово «близость» прямо 
указывает на расстояние, упорядоченность по расстоянию, то 
вес, влияние элемента в подмножестве зависит также от 
положения связей (пара  ,i j  - является связью): чем выше 

частота связей в подмножестве Н, тем больше степень влияния 
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элемента  ,i j  на другие элементы множества Н, и, соот-

ветственно, тем больше величина весовой функции   на  ,i j . 

Само название функции  «монотонная» указывает на то, что с 
ростом частоты, интенсивности связности растет значение  
(именно об этом гласит свойство монотонности Θ  - монотонной 
функции). 

Систему ,W   называют  монотонной, если: 

           
   
, , \ , , , , , ,

, , , , .

i j H r S i j H i j r s

W i j r s H W

   

   
 

Что же можно заключить из сказанного выше? Так как ме-
тод кластер-анализа, индуцированный монотонными системами 
(или *  метод), строится на монотонной функции, а содержание 
монотонной функции вмещает в себя как свойства 
упорядочивания связей по   близости, так и свойства уровней 
частоты связей, а частота связей имеет смысловую общность с 
интенсивностью связности. 

Следовательно, *  метод кластер-анализа соединяет в себе 
оба признака кластеринга: с одной стороны, упорядочивание 
связей по  близости, а с другой по интенсивности связности 
(личный опыт подсказывает, что в некоторых случаях, при 
пользовании *  методом кластеринга, удаляется не то ребро графа 
  близости, подвергающееся кластер-анализу, которое по 
правилам должно быть снято (имеет соответствующий ранг 
порядка), а другое, может быть, менее подходящие по  близости, 
но у которого «лучшее» положение в «коллективе» смежных ребер 
(под словом «лучше» подразумевается более высокий уровень 
интенсивности связности). 
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Метод 
послойной 

кластеризаци
и 

Временная сложность Пространственн
ая сложность 

)(G  )( EO  )( EO  

)(G  })|||||,||(min{| 238 EVEVO )( EO  

)(G  )||( 223 EVO  )( EO  

)(
isP  |)|log|(| EEO  )( EO  

)(
isk P  |)|log|(| EEO  )( EO  

)(
isk P  |)|( 2 EVO  )( EO  

)(
isk P  )||( 323 EVO  )( EO  

)(Pk
  |)|2( || EO V  )|(| 2VO  

)(
isP  )||||||(| 22 EVEVO   )|(| 2VO  

Рис. 6.4.6. Таблица временной и пространственной 
сложности работы конкретных алгоритмических реализации 

приведенных методов кластер-анализа 

Если вспомним и повторно подчеркнем, что  метод 
кластер-анализа включает в себя аппарат монотонных систем, 
имеющий резерв самообучения для автоматического 
формирования классов фактор-решетки с целью подготовки 
промежуточного материала для дальнейшего кластеринга, а 
также то что в самой формуле весовой функции лежит ключ 
который может открыть нам возможность построить 
классификации разных уровней (этим ключом является 
параметр k в роли коэфициента второго слагаемого в 
аналитическом виде весовой (монотонной) функции), то наше 

*
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опасение, что алгоритм, соответствующий  методу кластер-
анализа, имеет сравнительно высокую временную сложность 
(см. рис. 6.4.6), выше - перечисленными положительными 
моментами будет превосходно компенсировано. И, наконец, мы 
можем с уверенностью заключить что наша гипотеза о 
преимуществе алгоритма  метода кластеринга над другими 
подобными алгоритмами имеет под собою реальную почву. 

 

*

*
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ГЛАВА 7. ВЫДЕЛЕНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ 
ПОДСИСТЕМЫ МОНОТОННОЙ СИСТЕМЫ С 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ АПРИОРНЫМИ 
ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

7.1. Постановка задачи 
В работе [39] рассмотрена задача выделения 

экстремальной подсистемы монотонной системы с 
дополнительными априорными ограничениями. Практическая 
необходимость решения этой теоретической задачи вызвана тем, 
что автор старается локально усовершенствовать распределение 
управленческих функций между должностными лицами. 
Прежде чем детально рассмотреть семантику таких понятий как 
управленец-координатор и управленец-исполнитель, напомним 
из теории монотонных систем задачу выделения экстремальной 
подсистемы монотонной системы, как подход к структуризации 
данных с дополнительными априорными ограничениями. 

Задано два типа ограничений: 
I. В задаче структуризации существует условие о 

требуемом размере искомого экстремального подмножества. 
Пусть ,W   - монотонная система. Задано число n N . 

Нужно найти такое экстремальное подмножество nG  множества 

W, которое доставляло бы максимум функций   F H  среди 

всех подмножеств W с числом элементов, большим n: 

   max , , .n H
F G F H H W H n    

Следующая теорема дает ответ на этот вопрос: 
Теорема 11. а) Для любого множества , 1,j j p  , 

последовательности   и любого множества H, H W  такого, 

что jH   , справедливо строгое неравенство 
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   jF H F  . 

б) Для любого множества , 1,j j p  , последователь-

ности   и любого множества H, H W  такого, что 

1j jH      справедливо неравенство 

   .jF H F   

Перейдем теперь к задаче выделения экстремальной 
подсистемы с вторым типом ограничений. 

II. Пусть ,W   монотонная система. Задано множество 

Т элементов множества ,W T W .  

Задача: найти такое подмножество TG  множества W, 

которое доставляло бы максимум функций  F H  среди всех 

подмножеств W, содержащих множество Т: 

   max .T
T H W

F G F H
 

  

Или задачу можно перефразировать таким образом: 
выделить экстремальную подсистему монотонной системы, 
которая содержит заданные ключевые элементы множества Т. 

Следующая теорема решает эту задачу. 
Теорема 2. Для любого множества ,T T W  и такого 

множества S  последовательности  , что ST    и 1ST    

справедливы следующие соотношения: 

 
   
   

, , , \ ,

, , , .
S S

S S

F H F H W T H H

F H F H W T H H

       

      
 

Из теорем 11 и 12 следует, что дополнительные 
ограничения, заданные в виде размера или диапазона, или в виде 
ключевых элементов, которые должны обязательно попасть в 
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экстремальное подмножество, дают нам возможность в связи с 
очень эффективной конструкцией монотонных систем, найти 
наименьшее множество S  из последовательности квазиядер 

, удовлетворяющий дополнительному условию. 
Напомним, что в основной теореме монотонных систем 

говорилось о нахождении глобальной экстремальной 
подсистемы G, ядра, на котором  F H  достигает максимума, 

H W . Но после ввода в теорию монотонных систем 
максимальной определяющей последовательности, задачи 
выделения экстремальной подсистемы с дополнительными 
ограничениями, понятие структуры монотонных систем 
расширилось, появились множества  j , которые дают нам 

возможность идти дальше, еще глубже постичь структуру 
монотонных систем, наблюдая за множествами , 1,j j p  , и 

сделать заключение, что их действия схожи с действиями ядра 
G, поэтому они и были названы квазиядрами. 

 
7.2. Локальное совершенствование распределения 

управленческих функций между должностными лицами 
Выше несколько раз было упомянуто словосочетание 

«функции управления». Мы постараемся показать содер-
жательный смысл управленческих функций. 

Управление любым достаточно сложным объектом 
представляет собой взаимосвязанный комплекс множества 
частных видов управленческой деятельности. Их количество, 
масштаб и характер определяются прежде всего свойствами 
управляемого объекта. Чем сложнее объект, тем больше в нем 
связей и отношений, тем больший объем управленческой 
деятельности необходимо выполнить в интересах 
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функционирования объекта в обеспечении желаемых 
направлении его развития (см. [70]). Каждая частная 
деятельность имеет свои особенности, которые необходимо 
учитывать или использовать при реализации решений. Такая 
деятельность называется функцией управления. Это 
«определенный род трудовой деятельности и управления, 
обособившийся в процессе специализации управленческого 
труда». Понятие функция управления употребляется в 
нескольких значениях. Чаще всего, это, во-первых, - 
относительно самостоятельная часть общей управленческой 
деятельности субъекта управления, и, во вторых, - целевое 
назначение управленческой деятельности вообще. Для 
разграничения значений этого понятия в первом случае 
употребляется конкретная функция управления, во втором – 
общая функция управления (см. [71]). Большое внимание 
уделяется вопросам классификации отдельных видов 
управленческой деятельности. Разработаны разные способы их 
классификации, от простейших до сложнейших. 

Любая классификация должна отвечать следующим 
условиям: 

1) Охватывать всю управленческую деятельность объекта:  

1

,
n

i
i

f F


  

где: F  - управление в целом, необходимое и достаточное для 
достижения поставленных целей; 

if  - функция управленческой деятельности i -го вида; 

n  - общее число функций (видов) управления. 
2) Не дублировать функции управления: 
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Разделение труда в управлении определяют:  
- относительная самостоятельность (внутреннее 

разделение и специализация) управляемых процессов; 
- динамика разделения и специализации отдельных видов 

деятельности в рамках комплексного процесса управления. 
При классификации основную роль играют фазы 

управленческого процесса элементарный управленческий цикл 
можно определить как: анализ – принятие решения- 
обеспечение реализации решения. 

Пусть F  - вся управленческая деятельность членов объекта 
разбита на большое число отдельных функций if  и эти функции 

распределены между субъектами управления. Эти функции не 
являются вполне независимыми, они имеют общие ресурсы, общие 
объекты управления, общих исполнителей... Пусть в процессе 
выполнения функций управления субъект управления – 
должностное лицо имеет некоторую самостоятельность выбора 
управленческих действий, их порядка, содержания, особенности 
реализации, интенсивности и т.д. В этом случае, для успешного 
функционирования организации в этих условиях необходимо 
постоянное согласование отдельных решений и действий 
должностных лиц, выполняющих разные функции управленческой 
деятельности, т.е. их координация. Или, другими словами, 
распределение управленческой деятельности между многими 
должностными лицами само по себе автоматически вызывает 
диверсификацию их функциональной роли – выделяется 
управленческая деятельность координационного и 
исполнительного направлений. В этом процессе должны 
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принимать участие не меньше трех должностных лиц: одного 
координатора и двух исполнителей. При этом координатор должен 
принимать участие в выполнении нескольких разных функций. 

Для более глубокого понимания координационной 
деятельности управления ниже предлагается организационная 
структура управления японским проектом «Sunshine», в 
которой, кроме указанной проблемы, показано как гармонично 
сочетаются между собой работа государственных институтов и 
частных корпораций. На рис 7.2.1. дана схема управления 
проектом «Sunshine». Программа «Sunshine» была разработана 
по следам энергетического кризиса. Ее основной целью является 
разработка заменяющих нефть источников топлива, таких как 
солнечная энергия, геотермальная энергия, газификация и 
сжижение угля. 

Работа над проектом идет под общим руководством 
Управления по промышленной науке и технике МВТП. По 
своей структуре это координационная программа с элементами 
матричной структуры. Такая особенность продиктована 
составом организаций-исполнителей, которые представлены в 
основном частными корпорациями и исследовательскими 
организациями Управления по промышленной науке и технике 
МВТП. По отношению к частным корпорациям координаторы 
«Sunshine» подпрограмм осуществляют координацию, в то 
время как по отношению к лабораториям и институтам УПНТ 
они наделены правом функционального руководства (см. [72]). 

Система управления в программе «Sunshine» наряду с 
чисто организационными методами включает и экономические 
рычаги стимулирования НИОКР и внедрения их результатов. 
Представляет интерес разделение функций между госу-
дарственными и частными фондами в этой программе: госу-
дарственные фонды предназначены для покрытия расходов по 
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НИОКР в целях разработки технологии и создания демонстра-
ционных образцов соответствующего оборудования. За счет 
частных фондов предполагается на базе демонстрационных 
образцов производство коммерческих установок, пригодных для 
реализации на рынке. Поставив конечной целью проекта 
повышение доли новых источников энергии в энергобалансе 
страны (а не просто создание тех или иных видов обо-
рудования), МВТП использует широкий  набор стимулов для 
внедрения результатов соответствующих НИОКР в действия. 

 
Рис. 7.2.1. Организационная структура управления 

японским проектом «Sunshine» 
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В больших организациях один человек не может охватить 
все функции управления с целью их непосредственной 
координации. Появляется сложная система многоступенчатой 
координации (см. [73]), когда отдельные руководители 
координируют те или иные подмножества функций. Поэтому 
любые две функции управления оказываются согласованными 
либо непосредственно, либо через цепочку пересекающихся 
координируемых множеств функций. Это система, когда 
несколько координируемых множеств функций объединяются в 
множества следующего, более высокого уровня. При этом сфера 
компетенции соответствующего должностного лица 
следующего уровня координации может включать не все 
функции объединенного множества, а только некоторую их 
часть и, кроме этого, участвуя в выполнении нескольких 
функций одного непосредственного координируемого набора 
нижнего уровня, это лицо координирует их выполнение не 
между собой (как их непосредственный координатор), а с 
функциями других наборов, входящих в данный объединенный 
набор. Это причина того, что сфера компетенции такого лица 
может включать значительно больше функций, чем оно могло 
бы координировать непосредственно. В то же время все 
функции объединенного набора оказываются согласованными 
(хотя бы с помощью многоступенчатой координации). 

В результате, среди всех должностных лиц оргсистемы 
предполагается наличие не менее двух групп, которые 
выполняют существенно различающиеся наборы функций. Их 
называют рабочими группами. 

Кроме рядовых членов рабочих групп – исполнителей 
функции управления, имеются «связные лица» - координаторы. 
Координатор, входящий в некоторую рабочую группу, назы-
вается внутренним координатором, если он координирует 
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функции только этой группы. Соответственно, если он 
находится вне рабочих групп, то называется внешним (общим) 
координатором, если он участвует в выполнении почти всех 
функций управления нескольких рабочими группами. 
Некоторые рабочие группы имеют внутреннюю структуру в 
виде «рабочих подгрупп». В этом случае внутренний коор-
динатор рабочей группы является внешним по отношению к 
подгруппам. 

Должностное лицо, соответствующее промежуточному 
уровню этой системы координации, выступает одновременно в 
двух ролях: с одной стороны, это координатор некоторого 
множества функций управления, т.е. внутренний координатор 
рабочей подгруппы, а с другой, – он сам исполнитель рабочей 
группы следующего уровня. Иначе говоря, управленческая 
деятельность координационного и исполнительного характера 
среди должностных лиц распределена таким образом, что в 
каждой рабочей группе, имеющей внутреннюю структуру, 
можно выделить три категории лиц, занимающихся преи-
мущественно координационной, исполнительской деятель-
ностью, и тех лиц, кто занимается ими обоими. 

Особый интерес, естественно, представляет распределение 
координационной деятельности в организации в целом. Однако 
из сказанного выше ясно, что выделение группы координаторов 
организационной системы связано с доопределением ее нижней 
границы, т.к. эта граница – между лицами, занимающимися 
преимущественно координационной деятельностью в рамках 
всей организации и внутренними координаторами рабочих 
групп – является нечетной. С одной стороны, можно относить к 
группе координаторов только ее общих координаторов, а с 
другой стороны, можно включить в нее всех координаторов 
рабочих групп и подгрупп, большая часть которых 
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координирует небольшое число близких функций. Однако для 
удобства и конструктивности анализа организационной 
системы, целесообразно выделить в группу координаторов 
небольшое, но не равное одному число должностных лиц, 
совместная координационная деятельность которых 
существенно значима для организации в целом. В группу 
координаторов мы будем относить не только общих 
координаторов (лиц, которые участвуют в выполнении почти 
всех или большинства функции управления), но и тех 
внутренних координаторов рабочих групп, которые отличаются 
большей сферой компетенции по сравнению с другими лицами 
и большой специфичностью своей деятельности. Последнее 
означает, что каждый из них участвует в выполнении многих 
таких функций управления, которые отсутствуют в сфере 
компетенции других лиц этой группы. 

Для определения группы управленцев-исполнителей 
назовем множество функции управления произвольной группой 
должностных лиц, в выполнении которых данный работник не 
принимает участия, сферой его некомпетенции. Тогда будем 
относить к группе исполнителей (специалистов) тех 
должностных лиц, которые отличаются малой сферой 
компетенции по сравнению со всеми другими лицами, и 
большой сферой некомпетенции. Или каждый исполнитель 
характеризуется не только тем, что он участвует в выполнении 
малого числа функций управления, но  и тем, что число 
функций, в выполнении которых он не принимает участие, 
весьма велико. 

В первой главе нами были рассмотрены монотонные 
функции  1 ,i H  и  2 ,i H : 
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Для интерпретации этих функции, подчеркнем, что 
деятельность любого должностного лица представляет собой 
выполнение управленческих работ, относящихся к тем или 
иным функциям управления. Тогда, очевидно, взаимодействие 
двух или более лиц означает их совместное участие в 
реализации одной или нескольких функций управления. Будем 
считать, что два лица взаимодействуют даже в том случае, когда 
нет других признаков их прямого контакта, если они участвуют 
в реализации каких-то общих функций. При этом естественной 
мерой интенсивности взаимодействия группы лиц Н может 

служить число общих функций управления, т.е. мощность HY  

множества HY . В основу такого рассмотрения положено 
представление о том, что механизм координации деятельности 
группы должностных лиц более всего связан с общими для них 
всех функциями управления. Чем больше общих функций у всех 
членов группы, тем более сложным является механизм 
координации их совместной деятельности. 

Число  1 ,i H  называется мерой специфичности дея-

тельности i -го должностного лица в группе Н. Оно измеряет 

сходство множеств iy  и  HY : чем оно больше, тем меньше 

функции i -го должностного лица выполняют также и все 
другие члены группы Н, т.е. тем в большей степени  i -е лицо 
дополняет общую для всех лиц группы Н сферу деятельности 

HY , определяющую интенсивности взаимодействия. 
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В нижеследующей части главы приведена задача 
выделения экстремальной подсистемы монотонных систем – 
ядра с дополнительными априорными ограничениями конкретно 

для весовой функции   1 , ,
i H
i H H W


 . 

Конкретность этой функции заключается в том что 
весовая функция имеет следующий, уже знакомый нам 
параметрический вид 

    1 , 1 ,H
ii H y Y      

где 0 1.   
Что касается ограничений, то в качестве дополнительных 

ограничений выступают следующие вопросы: как подобрать  , 
чтобы в ядре G  содержалась заранее выбранная после-
довательность элементов? Можно ли так подобрать   в случае, 
если мощность нескольких элементов равна, чтобы граница ядра 
проходила между этими элементами? С каких элементов 
максимальной определяющей последовательности нельзя 
начинать ядро  G ? Каким условиям должна удовлетворять  , 
чтобы ядро KG  начиналось с соответствующего элемента Ky  и 

т.д.? Если кратно выразить - мысль исследовать монотонную ве-
совую функцию   1 ,i H  параметрического типа. 

 

7.3. Исследование  1 ,i H  монотонной, весовой 

функции  с параметром 
Задана монотонная система <W, 1>. 
Рассмотрим монотонную функцию с параметром 

1(i,H)=yi-(1-)yH,   (7.1) 
где 01. 

 Исследование начнем с проверки граничных значений . 
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 Допустим, =0; подставим значения  в (1): 
1(i,H)= -yH ,    (7.2) 

 Выпишем определяющую последовательность 
  I1={i1, i2, . . . iN}.   (7.3) 

 Для любых двух индексов справедливо неравенство 
 k1k HH yy 

.
   (7.4) 

 Умножим обе стороны неравенства (7.4) на -1 : 
k1k HH yy   .   (7.5) 

 С учетом (7.2) весовые значения определяющей 
последовательности и имеют следующий вид:  

 Nk321 HHHHH y ,..., y,...,y y ,y  .  (7.6) 

В связи (7.5) последовательность (7.6) нестрого 
убывающая: 

Nk21 HHHH y ... y... y y   

и максимальным элементом (6) будет первый: 

1

1

1

max ( ) max ( ) max ( , )

( , ) ,
k k kH W H W k k H W

H
k k

F H F H i H

i H y





    

  
 

но тогда по определению ядра: 
WkH

)H(Fmax F(G) получаем: 

)H,i()G(F 111HG 1
 ; 

т.к. H1=W , то в результате ядром будет все множество W. 
 Проверим второе граничное значение интервалов [0,1] - 

=1. 
 Функция 1(i,H) после подстановки значений параметра 

=1 перепишется таким образом: 
1(i,H)= yi   (7.7) 

Последовательность {yi} нестрого возрастает и поэтому: 
WHk

)H(Fmax 1(iN ; HN) 
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и, соответственно, G=HN, а так как HN ={yN}, то G={yN}. 
В результате, при =0, G=N, а при =1, G={yN}. 
Возникает вопрос: можно ли так подобрать такое , чтобы 

в ядре G содержалась заранее выбранная последовательность 
объектов? 

 Допустим:  

1kk ii yy


 :   (7.8) 

выпишем значения весов: 
k

k

H
ikk1 y)1(y)H,i(  ;

 

k
1k

H
ik1k1 y)1(y)H,i( 

  .      (7.9) 

 С учетом (8) из (9) вытекает: 
)H,i( kk1 = )H,i( k1k1  .   (7.10) 

Из свойства монотонности можно записать: 
 )H,i()H,i( 1k1k1k1k1   .  (7.11) 

Из (7.10) и (7.11) в итоге получим: 
)H,i()H,i( 1k1k1kk1  .  (7.12) 

 Неравенство (7.12) говорит о том, что если мощности 
двух объектов равны, то вес второго не будет больше веса пер-
вого объекта. 

 Если же задано несколько равных по мощности эле-
ментов, то в соответствии с вышесказанным можно показать, 
что первое yk (yk=yk+1=…=yk+n) будет нестрогим  макси-
мумом из последовательности {yk, yk+1, …, yk+N} (yk+nyk+n-

1,…, yk+2yk+1, yk+1=yk; yk+nyk+n-1yk+n-

2…yk+2yk+1yk)  и, следовательно, по определению 
ядра в последовательности {yk, yk+1, …, yk+n}, или все 
содержатся в ядре,  или попадают вне ядра все вместе. 
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 Итак, мы ответили на вопрос: можно ли подобрать  в 
случае, если мощности нескольких элементов равны так, чтобы 
граница ядра проходила между этими элементами. 

 Допустим, сейчас задана монотонная система, где 
1kk HH yy   и поставим вопрос: можно ли подобрать  так, 

чтобы удовлетворялись следующие условия: 
yk-1G и ykG   (7.13) 

 Т.е. можно ли в этом случае ( 1kk HH yy  ), сделать так, 
чтобы граница проходила между элементами yk-1 и yk-1, или 
чтобы ядро начиналось с элемента yk? 

kH
kkk1 y)1(y)H,i(    (7.14) 

 1k
1k

H
i1k1k1 y)1(y)H,i( 


    (7.15) 

 Допустим, можно подобрать такое , тогда 
)H,i()H,i(max kk1N,1mmm1  

  и выполняется неравенство 

)H,i( kk1 ≥ )H,i( 1k1k1  , 

подставляя значения 1, получим: 
1kk H

1k
H

k y)1(yy)1(y   . 

 Учитывая (7.15) 
1kk yy  .   (7.16) 

 Из определения определяющей последовательности 
ясно, что k1k yy  , это доказывает справедливость (7.16). Итак, 

наше допущение, что можно подобрать такое  чтобы первым 
элементом ядра оказался yk неправильно – нельзя найти 
подобное значение . 

 Если же вместо (7.15) задано условие 
nk1kk HHH y...yy   ,  (7.17) 
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то последовательностью от yk+n
 , yk+n-1

  к следущей паре 
yk+n-1

 , yk+n-2, легко можно показать, что ядро нельзя начинать с 
элементов yk+n-1

 , yk+n-2 ...yk+n-(n-1)
 , yk. 

 В общем случае можно рассмотреть комбинированно I и 
II варианты: если yk, yk+1, yk+2, yk+3 являются элементами {yi}, и 
если  

I) yk+3=yk+2;    II) 
1k2k HH yy


 , 

можно убедиться, что yk+3 и yk+1 не могут быть первыми 
элементами ядер. 

Определение. Элемент последовательности ky , опреде-

ляющей }{ iy , назовём недопустимым элементом, если в 

монотонной системе (1) не существует такое  , чтобы для 

соответствующей   ядро начиналось с элемента ky . 

Допустим: 1,W  - монотонная система   1,k Ni


, 

определяющая последовательность. Допустим также, что в этой 
последовательности нет недопустимых элементов. Вопрос:  ky  

произвольный элемент   1,k i Ny


, каким условиям должны 

удовлетворять  , чтобы ядро  kG  начиналось с элемента ky ? 

(надо найти такие  , чтобы  ядром было бы  kG ). 

Выпишем:  

   1 , 1 H
ii H y Y     , где  1.i     (7.18) 

Вспомним свойства ядра: 

   
   

, | ,

, ,
k

k

k i

k i

F H F G W G

F H F G G

  

  
  (7.19) 
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чтобы ядро начиналось с элемента ky  должны 

выполняться: 

   1 1, , .k k l li H i H l k      (7.20) 

   1 1, , .k k l li H i H l k      (7.21) 

Подставляя (7.17) в (7.19), получим: 

   

 

/1 1 ,

,

,

.

l

k l k l

k l k l

k l

k l

Hr k
k l

H H H H
k l

H H H H
k l

H H

H H
k l

y Y y Y

y Y y Y Y Y

y y Y Y Y Y

Y Y

y y Y Y

   

   





    

    

    




  

 (7.21) 

Упростим (1.20) подстановкой значений 1  

   

 

/1 1 ,

,

.

l

k l k l

k l k l

Hr k
k l

H H H H
k l

H H H H
k l

y Y y Y

y Y y Y Y Y

y y Y Y Y Y

   

   



    

    

    

 

Умножая обе части на -1, имеем: 

  ,

.

l k l k

k l

l k

H H H H
l k

H H

H H
l k

y y Y Y Y Y

Y Y

y y Y Y





    




  

 (7.22) 

Наконец, проверим (7.21) и (7.22) действительно ли   
попадает в сегмент 0,1 . 

В (7.21)  0k lH HY Y k l    ( 0k ly y   по свойству 

определяющей последовательности  при  k l );  и числитель 
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(7.21) и множитель положительный, а значит дробь  

0
k l

k l

H H

H H
k l

Y Y

y y Y Y




  
.  

Если обозначим через ,k lH Ha Y Y   k lb y y  , то 

(7.21) можно переписать таким образом: 
ab

aa


 , но при неот-

рицательном a  и b , 1a
b a




 (случай 0a b   мы не рас-

сматриваем, потому что тогда ,k lH H
k l kY Y y y y     и ly  

совпадают) и    попадает в указанный сегмент   0,1 . Также 

можно показать, что и значение   из (7.22) попадет в сегмент 

 0,1 . 

При  , l kH Hl k Y Y  , а ;l ky y  дробь 

k l

l k

H H

H H
l k

Y Y

y y Y Y



  
 неотрицательна; тем же способом 

,l kH H
l ka Y Y b y y     получается что  1a

a b



, но 

тогда 1a
a b

  


 и значение   попадает в  сегмент  0,1 . 

В результате, для того чтобы ядро монотонной системы 
начиналось с произвольного элемента  должна удовлетворяться 
система уравнений: 
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1, 1;

1, .

k l

k l

l k

l k

H H

l H H
k l

H H

l H H
l k

Y Y
l k

y y Y Y

Y Y
l k N

y y Y Y





 
   

  



     

  

  (7.23) 
Для наглядности перепишем (7) для всех  l : 

1

1

2

2

1

1

1

1

1

2
2

1
1

1
1

;

;

;

;

.

k

k

k

k

k k

k k

k k

k k

N K

N K

H H

l H H
k

H H

H H
k

H H

k H H
k k

H H

k H H
k k

H H

N H H
N K

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

























 
 

  





  








  




  




  



















    (7.24) 

Как видно из (7.24) всего будет  1, 1l N l K N    

неравенств.  
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Можно доказать, что одно и то же   не может служить 
параметром двух различных ядер.  

Допустим ky  и ly   m k - различные элементы, а kG  и 

mG  соответствующие этим элементам ядра ( ky  I элемент kG , а 

my  I элемент  mG ); выпишем (7.24) для  kG : 

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

;

;

;

;

.

k

k

k k

k k

k k

k k

m k

m k

N K

N K

H H

l H H
k

H H

k H H
k k

H H

k H H
k k

H H

m H H
m k

H H

N H H
N K

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

























 
 

  


     

 
 

  


     







  







   (7.25) 

для mG : 
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1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

;

;

;

;

.

m

m

m k

m k

m m

m m

m m

m m

N K

N m

H H

l H H
m

H H

k H H
m k

H H

m H H
m m

H H

m H H
m m

H H

N H H
N m

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

























 
 

  


     


     
     







  







   (7.26) 

Обратим внимание на (7.25) и (7.26), выпишем те 
неравенства, где m  и  k  встречаются соответственно в 

соотношениях (7.25) и (7.26), тогда: 

;

.

m k

m k

m k

m k

H H

m H H
m k

H H

k H H
m k

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y





 
 

  



   

   (7.27) 

Правая часть обоих неравенств одна и та же, неравенства 
имеют противоположное направление, это означает что решение 
неравенств в (7.27) не имеет общих точек, а это в свою очередь 
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показывает, что решения (7.25) и (7.26) не пересекаются, т.е. они 
не имеют общих точек. Система (7.27) не имеет решений. 

Итак мы показали, что не существует   0,1  , удовлет-

воряющего одновременно (7.25) и (7.26). 
Для наглядности можно показать ту же проблему в гео-

метрической интерпретации: 

 
по условию вес ky  должен быть  , чем вес my , а вес my  , чем  

вес  ky : 

   
   

1 1

1 2

, , ;

, , ,
k k m m

k k m m

i H i H

i H i H

 

 





 

что противоречит законам логики. 
Рассмотрим общий случай. Задана монотонная система 

1,W  , а 1,p py y   являются недопустимыми элементами (см. 

стр. 122). Надо найти ядро mG , где первым элементом будет my

( my  находится правее  py ). 

Элементы 1,Q Qy y   также являются недопустимыми, и 

m Q ; положим, 1,p py y   - недопустимые элементы I типа  

 1p py y  , а 1,Q Qy y   недопустимые элементы  II типа  

 2 1Q Q QH H HY Y Y   . 

Выпишем условия для  mG : 
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1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

2

;

;

;

;

;

;

m

m

pm

pm

pm

pm

pm

pm

Q m

Q m

Q m

Q m

Q

H H

H H
m

HH

p HH
m p

HH

p HH
m p

HH

p HH
m p

H H

Q H H
Q m

H H

Q H H
Q m

H

Q

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y












































  




  




  




  




  




  







2

2
2

;

.

m

Q m

N m

N m

H

H H
Q m

H H

N H H
N m

Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y



































 

   




    



    (7.28) 
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Учитывая, что если    1 1 2 1 1, ,m m p pi H i H    , то 

 1 ,m mi H  по значению  будет больше, чем  1 ,p pi H  и 

 1 1 1,p pi H    (так как  1 2 1 1,p pi H    является  максимумом 

среди весов следующих элементов 1 1, ,p p py y y  ). Но тогда 

неравенства 
pm

pm

HH

p HH
m p

Y Y

y y Y Y





  
 и 

1

1
1

1

pm

pm

HH

p HH
m p

Y Y

y y Y Y












  
  оказываются лишними. 

Приняв во внимание также, что 

   1 1 2 2, ,m m Q Qi H i H     неравенства содержит в себе два 

неравенства:    1 1 1 1, ,m m Q Qi H i H     и    1 1, ,m m Q Qi H i H   

(потому что      1 2 2 1 1 1 1, , ,Q Q Q Q Q Qi H i H i H        ), 

неравенства 
1

1
1

1

,
Q Qm m

Q Qm m

H HH H

Q QH HH H
Q m Q m

Y Y Y Y

y y Y Y y y Y Y
 








 
 

     

 будут лишними. 
Всего у нас останется 1N C D    неравенств из 

системы (7.28), где C  число недопустимых элементов I типа, а 
D  число недопустимых элементов II типа (конкретные 

1 4N   ). 
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1

1

1

1

2

2

1

1

2

2

1
1

1
1

2
2

1
1

2
2

;
m

m

pm

pm

pm

pm

Q m

Q m

Q m

Q m

N m

N

H H

H H
m

HH

p HH
m p

HH

p HH
m p

H H

Q H H
Q m

H H

Q H H
Q m

H H

N H
N m

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y
















































  




  




  




  




  




 







mHY




























 

   (7.29) 

Решая систему (13), находим из верхней части строгих 
неравенств общий ответ, который будет иметь следующий вид: 

1, 1
, 1

max ,
m l

m l

H H

H Hl m
m ll p p

Y Y

y y Y Y


 
 




  
  (7.30) 

решаем таким же образом вторую часть системы (7.29), членами 
которой являются нестрогие неравенства: 
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1,
, 1

min ,
l m

l m

H H

H Hl m N
Q ml Q Q

Y Y

y y Y Y


 
 




  
   (7.31) 

объединяя (7.30) и (7.31), получаем 

1, 1
, 1

1,
, 1

max

min .

m l

m l

l m

l m

H H

H Hl m
m ll p p

H H

H Hl m N
l ml Q Q

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y


 
 

 
 


 

  




  

  (7.32) 

(7.32) является тем неравенством, которое мы искали. 
Возникает вопрос: как расположены эти отрезки в 

сегменте  0,1 ? 

Из определения (стр. 122) о существовании отрезков  для 
допустимых элементов, из вышесказанного и (7.32) можно 
заключить, что 

1, 1
, 1

1,
, 1

max

min .

m l

m l

l m

l m

H H

H Hl m
m ll p p

H H

H Hl m N
Q ml Q Q

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

 
 

 
 




  




  

  (7.33) 

Обозначим 

1, 1
, 1

max ,
m l

m l

H H

mH Hl m
m ll p p

Y Y
a

y y Y Y 
 




  
 

1,
, 1

min .
l m

l m

H H

mH Hl m N
Q ml Q Q

Y Y
b

y y Y Y 
 




  
  

(7.34) 
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Для каждого mG , естественно, будет свой отрезок 

 ,m ma b . Возникает вопрос: существует ли какой-нибудь по-

рядок расположения этих отрезков на сегменте  0,1 , когда 

индекс m  возрастает? 
Докажем, что для любых двух соседних kG  и 1kG   ( ky  и 

1ky   являются допустимыми) справедливо следующее не-

равенство 

1 ,k ka b   

где  ,k ka b  и  1 1,k ka b   - соответствующие отрезки kG  и 1kG   

ядер. 
Выпишем неравенства для kG  ядра: 

1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

1
1

K

K

K K

kK

K K

kK

N K

N N K

H H
K

H H
k

H H
K
K HH

k k

H H
K
K HH

k k

H H
K

H H
N K

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y























 
 

  


     



   



 
 

  





  

(7.35) 

для  1kG  : 
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1 1

1 1

1

1

2

12

1

1

1
1

1 1

1

1

1
2

2 1

1

1

K

K

K K

kK

K K

kK

N K

N N K

H H
K

H H
k

H H
K
K HH

k k

H H
K
K HH

k k

H H
K

H H
N K

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y




































 







  
   







  


    
     



   

(7.36) 

 
Рассмотрим здесь 4 возможных варианта: 

1) 
1

1
1

1

k k

k k

H H
K

k kH H
k k

Y Y
b

y y Y Y










 

  

  

(7.37) 

Тогда:  I) 
1

1

1
1

1

k k

k k

H H
k

k KH H
k k

Y Y
a

y y Y Y












 

  
,  (7.38) 

тогда 1k ka b  , если: II) 
1

1
1

1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
a

y y Y Y











  
. 

 1ka   является максимальным из 1k   и 

1

1
1

1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
a

y y Y Y











  
 

В этом случае 1k ka b  . 
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2) 
1

1
1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
b

y y Y Y









  
,   (7.39) 

если I) 
1

1
1

1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
a

y y Y Y











  
 ,

 

так как kb  минимальный из всех границ,  т.е. 

1

1
1

1

k k

k k

H H

k kH H
k k

Y Y
b a

y y Y Y









 

  
, т.е. 1k kb a  . 

II) 
1

1
1

1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
a

y y Y Y











  
.   (7.40) 

Тогда так как 1ka   максимальный из всех границ  1k  : 

1

1
1

1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
a

y y Y Y











   .

 

Из минимальности  kb  следует: 
1

1
1

k k

k k

H H

k H H
k k

Y Y
b

y y Y Y









   .

 

В результате 

1k ka b  . 

В общем случае: 

1 .k ka b   

Подведем итоги и ответим на поставленный вопрос: при 
двух индексах m  и n   m n  соответственные отрезки пара-
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метра   для mG  и nG  расположены таким образом, что от-

резок m   находится правее отрезка  n . 

Представим графическую картину: 

 
Рис. 7.3.1. Порядок расположения отрезков   

на сегменте  

На рис. 7.3.1 нет отрезка   ,p pa b  ( имеется в виду, что 

py  - недопустимый элемент). 

Возникает вопрос: в каком случае отрезки   1,
,k k k N

a b


 

заполняют весь сегмент   0,1 ? 

Условие 1: Если в монотонной системе ,W  , где нет 

недопустимых элементов, соблюдается следующая система 
неравенств для каждого индекса k  

1

1

1

1

1,

1, 1

k k

m k

k k

k m

H H
k k

H H
m k

H H
k k

H H
k m

Y Y y y
m k n

y yY Y

Y Y y y
m k

y yY Y









  
   




 
   

  (7.41) 

то интервал  0,1  целиком заполняется последовательными 

отрезками   1,
,k k k N

a b


. 

Для доказательства условия 1 применим математическую 
индукцию. 

 ,k ka b

 0,1
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Достаточно показать, что любые два полуинтервала 

 ,k ka b  и   1 1,k ka b   имеют общую границу. 

Проверим условие 1 для  1k  . 
Рассмотрим систему неравенств для  1k  . 

2 1

2 1

2 1

2 1

1

1

1
2

2 1

1
3

3 1

1

1

N

N

H H

H H

H H

H H

H H

N H H
N

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y







 
 

  





  


     



   (7.42) 

Для следующего индекса 2k   система неравенств 
принимает такой вид: 

1 2
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    (7.43) 

Учитывая (7.41), можно показать, что  
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3 12 1

2 1 3 1

1 2 1
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  (7.44) 

Действительно: для 2,m N  получаем: 
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,

HY

 

но      2 1 1
1 2 1 0,mHH H H

mY Y y y Y Y y y       

так как дробь имеет положительный множитель, а 
числитель отрицательный, разность  

12 1

2 1 1
2 1 1

m

m

H HH H

H H H H
m

Y YY Y

y y Y Y y y Y Y




     
 будет 

отрицательна. 
Коэффициент  0l

i  , и обозначим через 1a  и 2b  

следующие выражения: 
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2 1 1 2

2 1 1 2
1 2

2 1 1 2

, .
H H H H

H H H H

Y Y Y Y
b a

y y Y Y y y Y Y

 
 

     
 

Разность 
2 1

2 1

1 2

1 2

2 1
2 1

2 1
1 2

0 .

H H

H H

H H

H H

Y Y
a b

y y Y Y

Y Y
a b

y y Y Y


  

  


   

  

 

Это означает, что интервалы  1 1,a b  и  2 2,a b  имеют 

точку соприкосновения. 
Можно сделать вывод, что для 1k  . Условие 1 справед-

ливо (напомним, что значение коэффициента 0   и 1   мы 
рассмотрели в начале параграфа, подчеркнем также что 
последний полуинтервал будет интервалом связи с тем что, как 
указано выше, случай, когда 1   был исследован. Поэтому 
индексирование полуинтервалов мы можем начинать с 0,  

 0 0,a b   и таким же образом конечный интервал будет индекси-

рован как 1N  , а сам интервал будет иметь следующий вид - 

 1 1,N Na b  : значение границ интервалов будет равно 0 0, 0a b   

и 1 1, 1N Na b   . 

Допустим, условие 1 справедливо для всех индексов i k
. Докажем, что условие 1 справедливо и для значений i k  и 
вся часть интервала (0,1) заполнена отрезками вида   ,i ia b . 

Запишем систему неравенств для  1i k  : 
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1 1

1 1

1 2

1 1

1 2

1 2

1

1

1

1

1
1

1 1

1
2

1 2

1
2

1 2

1

1

1

1

k

k

k

k

k k

k k

k k

k k

N k

N k

H H
k

H H
k

H H
k

H H
k

H H
k
k H H

k k

H H
k
k H H

k k

H H
k
N H H

N k

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y

Y Y

y y Y Y



















 

 




















 









 
 

  





  






  




  




  



















   (7.45) 

так для  i k : 
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    (7.46) 
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При условии (7.41) для  i k  имеем: 
1

1 1, 1
k k

k m
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k k
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k m

Y Y y y
m k

y yY Y




 

  


.  (7.47) 

Запишем разность: 
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   (7.48) 

после упрощения 

     
  

1
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так как множитель положительный, числитель будет иметь 
следующий вид: 

     1
1

k k k mH H H H
k m k kY Y y y Y Y y y

        

Разделим алгебраическую сумму на 

  1k mH H
k mY Y y y  , получим: 

1

1
k k

k m

H H
k k

H H
k m

Y Y y y
y yY Y




  
  
  

   (7.49) 

(числа k mH HY Y  и k my y  являются неотрицательными, 

их произведение также будет положительным). Учитывая (7.47) 
можно сделать вывод, что 

1

1 0
k k

k m

H H
k k

H H
k m

Y Y y y
y yY Y




 

 


  для 1, 1m k   
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и таким образом (7.48) положительно (и множитель и числитель 
положительный). В результате 1k kb a  . Утверждение доказано 

(см. [74]). 
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რეზიუმე 

პოსტინდუსტრიალურ საზოგადოებაში ინფორმაცია და 
ცოდნა ხდება სტრატეგიული რესურსი, რასაც მოჰყვება 
სოციალური ცვლილებები. იწყება გადასვლა საქონლის 
მწარმოებელი საზოგადოებიდან მომსახურეობის საზოგადოებაზე. 

საინფორმაციო ინდუსტრიის განვითარებასთან ერთად 
ყურადღების ცენტრი მონაცემთა დამუშავების სიჩქარიდან 
გადაინაცვლებს უფრო ფუნდამენტალურ დონეზე - 
ინტერპრეტაციასა და გაგებაზე. კლასიფიკაცია წარმოადგენს 
ბუნების შეცნობისათვის ჩვენთვის აუცილებელ, მაღალი დონის 
ინტელექტუალურ მოღვაწეობას და სავსებით ლოგიკურია 
ვამტკიცოთ, რომ ხელოვნური ინტელექტის ერთ-ერთი მთავარი 
მიმართულება – სახეთა ამოცნობის ახალი მეთოდების დამუშავება 
და გამოყენება იძენს აქტუალობას. 

საინფორმაციო საუკუნეში ფორმირდება ახალი, „ინტელექ-
ტუალური“ ტექნოლოგია - ჯგუფი მეთოდებისა, რომლებიც 
ცვლიან ინტუიციურ გადაწყვეტილებებს  - ალგორითმულით. 
სწორედ ამ თვალსაზრისით საინტერესოა მენეჯმენტის,  როგორც 
კვლევის ობიექტის განხილვა. 

ადმინისტრაციული, ცენტრალიზებული ეკონომიკიდან 
საბაზროზე გადასვლის მოკლე პერიოდში, როგორც წესი, დგება 
საკითხი კომპანიების ეკონომიკური მოღვაწეობის შემცირების 
შესახებ, რომელიც დაკავშირებულია რესურსების 
გადანაწილებასთან  ერთი სახეობის დარგებიდან სხვა დარგებზე. 
ამ პერიოდში სულ უფრო აქტიური ხდება ახალი ორგანიზაციული 
სტრუქტურების ჩამოყალიბება ან არსებულის სრულყოფა. 
მართვის ექსპერტის მიზანია, შექმნას (ან გააუმჯობესოს) 
ორგანიზაციის ისეთი „ანატომია“, რომ იგი გამოირჩეოდეს სხვა 
ორგსტრუქტურებისაგან მარტივი ფორმით, მართვის მცირე  შტა-
ტით და ადხოკრატულობით (ბიუროკრატიული ბარიერების მოხს-
ნა მენეჯმენტის მეთოდებით). 

ორგსტრუქტურების შესწავლა მონოტონურ სისტემებზე 
დაფუძნებული სახეთა ამოცნობის მეთოდებით პირდაპირ 
ეხმაურება ქვეყნის ეკონომიკური განვითარების თანამედროვე 
საჭირბოროტო საკითხებს და აგრეთვე – მეცნიერების დონეს 
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ზოგადად დღევანდელი დღისათვის. 
მონოგრაფის ავტორთა კვლევის საგანია: 

 სახეთა ამოცნობის მეთოდების, კერძოდ შეფასებათა 
გამოთვლის მეთოდის გამოკვლევა, რეზერვების ძიება აღნიშნული 
მეთოდების მისასადაგებლად ორგსისტემის ემპირიულ 
მონაცემებთან,  რომელთა დამახასიათებელ თვისებას 
წარმოადგენს განუსაზღვრელობა და ბუნდოვანება; აგრეთვე 
აღნიშნულ მონაცემებზე კლასტერ - ანალიზის აგების 
შესაძლებლობის შესწავლა (იგულისხმება, რომ შეფასებათა 
გამოთვლის მეთოდი ჩართულია სახეთა ამოცნობის იმ ამოცანათა 
შემადგენლობაში, რომელთა სახელწოდებაა „სწავლება 
მასწავლებელთან ერთად“). 
 მონოტონური სისტემებით ინდუცირებული კლასტერ - 

ანალიზის იერარქიული მეთოდის დამუშავება ( * მეთოდი): 
   ,W  მონოტონური სისტემის აგება წყვილთა 

კავშირების სიმრავლეზე; 
 ზოგად ალგებრული ენის გამოყენება *  მეთოდის 

დამუშავებისათვის; 
 კლასტერ-ანალიზის *  მეთოდის შესაბამისი 

ალგორითმის ეფექტურობის დადგენა; 
 აღნიშნული ალგორითმის პროგრამული რეალიზაცია; 
 მონოტონური სისტემის ექსტრემალური ქვესისტემის 

გამოყოფის ამოცანა დამატებითი შეზღუდვებით: 
 მართვითი ფუნქციების განაწილების ლოკალური 

სრულყოფა; 
 პარამეტრული სახის მონოტონური წონითი ),(1 Hi  

ფუნქციის გამოკვლევა. 
ნაშრომში მიღებულია შემდეგი შედეგები: 
ალგორითმების სინთეზთან ალგებრული მიდგომის 

ინტენსიური დამუშავების საფუძველზე ძალისხმევა მიმართულია 
სინთეზის ყველაზე ზოგადი პროცედურების შექმნისაკენ; 
შეფასებათა გამოთვლის მეთოდის წარმოდგენის „გულუბრყვილო“ 
ფორმის სპეციფიკის გათვალისწინებით აგებულია სრულიად 
ახალი ალგორითმები, რომლებიც შეძენილია, როგორც საერთო 
პროცედურების კერძო რეალიზაციები და  გამოირჩევიან დიდი 
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შინაარსობრივი თვალსაჩინოებით. მათ პრაქტიკაში არანაკლები 
მნიშვნელობა აქვთ, ვიდრე ეფექტურობის რაოდენობრივ კრიტე-
რიუმებს. 

კლასტერ - ანალიზის იერარქიული და მონოტონური 
სისტემების თეორიად დაფუძნებულია *  მეთოდი. მონოტონური 
სისტემების ერთეულოვანი ელემენტების ჩვეულებრივი 
კონსტრუირებისგან განსხვავებით მოცემულ *  მეთოდში 
გამოყენებულია წყვილთა კავშირები ამ ერთეულოვან ელემენტებს 
შორის. 

ერთეულოვანი ელემენტების წყვილთა კავშირის ძალის 
სიდიდე მონოტონური სისტემების თეორიის ენაზე სახელდება, 
როგორც მონოტონური წონითი ფუნქცია და მონოგრაფიაში 
წარმოდგენილია შესაბამისი ანალიტიკური სახით; ავტომატური 
კლასიფიკაციის დამუშავებულ *  მეთოდში წარმოდგენილია 
კლასების ფორმირების ახალი, ზოგად–ალგებრული მიდგომა; 
მონოტონურ წონით ფუნქციაში მოცემული k  კოეფიციენტის 
ვარირებით შესაძლებელი გახდა კლასტერ – ანალიზის *
მეთოდით კლასიფიკაციის პროცესის ავტომატური მართვა. 

*  მეთოდი ფართოდ გამოიყენება დიამეტრიულად 
განსხვავებული ბუნების მქონე ინფორმაციისა და ამ ინფორმაციის 
კლასტერიზაციას დაქვემდებარებულ ნებისმიერი რაოდენობის 
ობიექტების სტრუქტურიზაციისათვის, ხოლო ორგანიზაციული 
სტრუქტურების ლოკალური სრულყოფის ამოცანა განაპირობებს 
კომერციული და არაკომერციული ორგანიზაციების გამართული 
მუშაობისათვის თანამდებობის პირთა შორის მართვის ფუნქციათა 
ოპტიმალურ განაწილებას. 
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SUMMARY 
 

Information and knowledge becomes strategic resource in 
postindustrial society and is followed by social changes. Transmission from 
the society of “goods production” to the society of ”service”_ education, 
care of public health and social maintenance, takes place.  

With the development of informational industry the centre of 
attention shifts from data process speed to more fundamental level-
interpretation and understanding.. Since the classification is an intellectual 
activity of high level  to understand the nature, it is quite logical to contend 
that development and application of new methods for recognition of forms, 
one of the basic parts of the artificial intellect becoms problem of today.  

In the age of information “intellectual technology” is being 
formed:group of methods substituting intuitive decisions for “algorithmic” 
ones. From this point of view management as the object of investigation is 
the subject of interest. In a short spell of time of transition from 
administrative, centralized economics to the marketing one, as a rule, the 
problem of cutting down the volume of work of the company economic  
activity arises which is bound up with redistribution of resources from one 
branch to others. Formation of new organizing structures or perfection of 
existing ones become the problem of today in this period. The aim of the 
expert in control is to create (or perfect)  such “anatomy” of the organizition 
that will distinguish it from other orgstructures by simplicity of form, 
modest controlling staff and adhocracy. 

Investigation of orgstructures by recognition methods based on the 
monotonous systems, also the level of science state for today meets modern 
vital problems of  the economic development of our country.  

The basic purpose of the work is as follows: 
1. Investigation of pattern recognition methods, in particular, 

estimation computing method,  search for reserves in order to adapt the 
mentioned method to orgsystems empiric data  which are characterised by 
vagueness and dimness, also investigation of possibility of claster-analysis 
building on the given data (we’d remind you that estimation computing 
method is included in the patten recognition problem group named 
“teaching with a teacher”). 

2. Development of hierarchy method of claster-analysis  induced by 
monotonous systems (β∗ method) 

a) building up of monotonous system < , > on the great 
number of pair links 
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b) Application of common algebraic language in order to develop 
claster-analysis β∗ method 

c) to contend algorithm effectiveness corresponding to the claster-
analysis β∗ method 

d) program realization implementation of the mentioned algorithm 
3. Distinguish the extreme subsystem of the monotonous system with 

additional restrictions: 
a) local perfection of  function distribution among officials 
b) inverstigation of monotonous weighing function (π)  (i,H) of 

parameter type. 
                  

Investigation Results 
 
In connection with intensive development of algebraic approach to 

the algorithm synthesis, the efforts have been made to create the most 
general procedures of this kind. Meanwhile the speciphic form of the 
“naive” presentation of the estimation computing method allows to build 
quite new algorythms that could be considered, although formally, as 
particular realizations of common procedures, that are distinguished by 
great pithy clearness having no less meaning in application than quantitive 
criteria of effectiveness. 

The most characteristic elements of the estimation computing 
method (and simulteniously the most pithy elements from the intuition point 
of view) are  function of rw determining binary relation of indiference 
among the objects on the subgreat number of signs and in the end, this is 

(k,s) when class K votes for object S (degree of conferring S to K degree).  
In fact in all algorithms offered so far these most characteristic elements 
have not been analysed. Namely when optimizing the  system only its 
elements capacity variation took place chosen the same for all elements but 
when optimization of   weighing vector  took place only varied 
that voted objects from . 

Investigation result in the monograph is also method  based on the 
claster-analysis monotonous and hierarchy system theory. Unlike the 
ordinary way of construction of monotonus systems   in the given 
method the coupled bonds are applied between these elements. A new 
formula has been introduced that determines the force value in the element 
pair link. 
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In the monotonous system language it sounds as monotonous 
weighing function and is presented in the following analytical form: 

where -distance between  elements i and j, K- non-negative 

integral number ( ). 

In the developed method of the automatic classification a new, 
common-algebraic approach is offered for classes formation. 

Taking into account common ideas, problems and means to solve 
them, that exist between such sphears of science as pattern recognition  and 
abstract (common) algebra (classification on the universal algebra (on the 
halfgroups, groups), partial order in definition of lattice, signature 
operations of halfgroups distribution on classes or on factorlattice) we can 
draw a conclusion that there is not only sense in it but it is expedient to 
apply elements of common agebra in method of clastering. More than 
that, according to the advice of my scientific supervisors prof. A. 
Prangishvili and prof. Z. Gasitashvili, later on, to  obtain more compact and 
generilized form of claster-analysis  results it is preferable to apply other 
elements of common algebra as well, in particular, theory of category and 
functors, since various mathematical structures serve to develop method 
also reflection (arrow) among these structures.It should be mentioned that 
when developing method there are passages in chapter 5 where great 
number of factorlattice classes are reflected in a number of graphs of 
nearness. 

Functional dependence of great number of graphs of nearness upon 
the factorlattice classes is one more investigation result (that appears) in the 
monograph. 

In the end, it is the first succesful attempt to investigate monotonous 
weighing function (i, H) of the parametric type. 

According to the author in [ ] the environment both natural and man-
made one is regulated, structurized, i.e. there is regularity defined enough 
that reveals in a form of constant links, conformity with law. 

The  hierarchy clastering method is the means by help of which 
we can describe the order of construction of any object, event, to make 
visual monitoring (by means of dendrogram) on the objects and subobjects, 
patterns and subpatterns, find the rule of subordination and connection 
between them, and then make a structural-functional analysis. 

As for algorithm corresponding to claster-analysis hierarchy 

method, in formula (1) coefficient  is applied where  is the 
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parameter controlling the classification process. Depending on  meanings 
we can obtain  the following 3 degrees on coming out of dendrogramm: 
general (without detailing), more detailed and exhaustive (up to the tynist 
details). Considering as well that coefficient meaning  (number of  objects 

under clasterising) is not limited from above we can say that the   method 
of automatic classification can be applied to users in need of structurization 
of information and of diametrally different nature with arbitrary quantity of 
objects under clastersing in this information. 

Topic 3 in this monograph has no less practical value since for 
industrial and non-industrial organizations successive work in the 
conditions of to day the controlling functions correct and real distribution 
among officials is of great importance. 
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